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Poglavije 1

Uvod, znanost i mjerenje

"Research is to see what everybody else has seen, and to think what
nobody else has thought."
- Albert Szent-Gyorgyi

1.1 Predgovor

Ovaj prirucnik s rijeSenim zadacima je napisan kao dopuna osvjeZenje standardne li-
terature koja se koristi u predmetu Fizika na preddiplomskom studiju "METALURGIJA"
i "SIGURNOST, ZDRAVLJE NA RADU | RADNI OKOLIS" Metalurkog fakulteta Sve-
ucilista u Zagrebu. OCekuje se predznanje iz predmeta matematika, fizika i kemija na
osnovnoj srednjoskolskoj razini (aritmetika, algebra, trigonometrija, elementarna ge-
ometrija, osnovna znanja o prostoru, gibanju, tvari i fizickim veliC¢inama). PriruCnik nije
zamjena za literaturu preporucenu u okviru programa ovog i sli¢nih kolegija te nije za-
mjena sustavnom izlaganju za takvu svrhu napisanog udzbenika. Ovaj tekst je rezul-
tat rada autora sa studentima Metalurskog fakulteta i njihovim ucestalim teSkocama s
konceptualnim i operativnim razumijevanjem elemenata gradiva presudnih za uspje$no
usvajanje znanja i vjestina koje predvida program kolegija. Osim standardnog izlaganja
ovaj prirucnik donosi i niz prijedloga za koristenje dodatnih aktivnosti s ciljem prilagodbe
materijala razli¢itim pristupima u u€enju. Za fiziku kao op¢u prirodnu znanost koja pro-
matra i opisuje veliki broj vrlo razliCitih fenomena nije jednostavno obaviti primjeren

1



1.1. PREDGOVOR POGLAVLJE 1. UVOD, ZNANOST | MJERENJE

odabir tema i nacin izlaganja koji bi bio za vecinu studenata optimalan.

Razvoj i prouavanje procesa obrazovanja iz podrucja fizike je u posljednjih tride-
setak godina pred zajednicu je iznijelo neke potpuno neocekivane rezultate. Klasi¢na
nastava, gdje se kroz narativ iznosi cjelina za cjelinom uz prikazivanje sadrzaja ili pi-
sanje po ploci, nije dobro prosla prema rezultatima istraZivanja. Pokazalo se da je
"dodana vrijednost" takve nastave iznimno niska, a posebno ne doprinosi povecanoj
uspjesnosti u sluCaju studenata s iznimno niskim predznanjem. OsvjeZavanje relativno
starijih udzbenika [3, 4] se takoder pokazalo korisnim i u sadrZzajnom i u metodoloskom
smislu. Jedan od problema ovih udzbenika je i relativno zahtjevna razina matematicke
i ope znanstvene pismenosti koja se pretpostavlja kod studenata. Moguénost koja se
pruza u posljednje vrijeme je dostupnost otvorenih digitalnih sadrZaja koji omogucavaju
povezivanje fiziCkih i numerickih problema s kompjutorskim simulacijama. Upravo su
ovo jedni od uspjesnijih alata proizaslih iz informacijskog doba u poboljSavanju postiza-
nja ishoda ucenja. Veliki projekti poput PhET i OSP

PhET Interactive Simulations  Open Source Physics (OSP)
University of Colorado Davidson College (hosting and support)
http://phet.colorado.edu http://www.compadre.org/osp/

predstavljaju najbolje primjere takvih aktivnosti u pokusaju iznalaZzenja ucinkovitijih me-
toda poucavanja prirodnih znanosti u visoko$kolskom obrazovanju. Numericki zadaci
su inspirirani velikim brojem tipskih problema koji se koriste u nastavi fizike za inZzenjere
pri ¢emu su rijesSenja prilagodena razini ovog predmeta. Uz cjeline ¢e se predlagati i
konkretne aktivnosti koje se mogu potpuno besplatno obavljati na prije navedenim plat-
formama.

Studij metalurgije i srodnih podrudja je u medudjelovanju s fizikom iznjedrio je zna-
nost o materijalima slijedom niza poveznica znacajki materijala opcenito i metalnih le-
gura. Za viSe pojedinosti pogledajte tekst velikana metalurgije prof. R. W. Cahna,
SveucilisSta Cambridge [2] u okviru prestiznog David Turnbull izlaganja 2002.god. u
Bostonu http://www.mrs.org/turnbull. Fizika je korijen svakog inZenjerstva tako
da ¢emo u izlaganjima navoditi primjere tog odnosa prikazujuci kako je rad mehanickih
naprava utemeljen na fundamentalnim zakonima fizike. U poglavlju posvec¢enom elas-
ticnim znacajkama kratko cemo navesti i osnovne Cinjenice o tvari i atomskoj strukturi.
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Teme poglavlja 2 su Newtonovi zakoni i klasi¢éna mehanika kao disciplina opéenito:

e koncepti gibanja

e gibanjeu 1D

e koordinatni sustavi i vektori

e kinematika u 2D

e kinematika u 3D i odabrani primjeri

Pitanja koja ¢e se razmatrati u poglavlju 3 o zakonima sacuvanja odrazavaju du-
binsku vaznost u prirodnim pojavama na svim skalama (od veliCine atoma do ¢itavog
univerzuma):

e Zakon sacuvanja koli¢ine gibanja

e Radisila

e Zakon sacuvanja energije

e Teorem rada i kinetiCke energije

Pitanja koja ¢e se razmatrati u poglavlju 4 opisuju tipiéne primjene Newtonovih za-
kona relevantne za inZzenjerske discipline:

e trenje i posljedice trenja oko nas

opis sudara

kruta tijela i proteznost

statika

oscilacije

mehanicki valovi
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Objasnjenja ovih i sli¢nih pitanja sa stajalista fizike su predmet ovog priru¢nika. Pro-
blemi preciznog razumijevanja gibanja, optimalnoga skupa fizickih veli¢ina i njihova me-
dusobnog odnosa bile su problem tisu¢ama godina iako su ljudi od po&etaka civilizacije
bili Zivotno zainteresirani za precizno objasnjenje dubinske prirode gibanja i njegovih
uzroka. Proces odgonetavanja je bio mukotrpan i nejednolik, a kulminirao je objavom
Principie Isaaca Newtona 5. lipnja 1687. godine. Sljedeéa stolje¢a su pokazala neoce-
kivani doseg Newtonove teorije i niz znanstvenika su uspjeli pronaci ingeniozne nacine
primjene na proucavanje gibanja tijela, fluida i molekula. U tehni¢koj primjeni dobila je i
kontinuiranu inacicu te postala temelj modernog inzenjerstva.

Program kolegija "Fizika" obuhvaca sljedece teme (u zagradi je naveden priblizan
broj sati nastave):

Kinematika 1D: matemati¢ka dopuna. Kinematika: polozaj, brzina i ubrzanje. Jedno-
liko ubrzano gibanje. (4)

Kinematika 2D: vektori i polozaj materijalne tocke u 2D i 3D. Pojam brzine i ubrzanja
u 3D. (4) Kosi hitac i granicni sluCajevi (vertikalni i horizontalni). Inercijalni sustavi.
Opazanije u fizici. (4)

Newtonovi zakoni: sila kao vektor. Pojmovi koli¢ine gibanja, impulsa sile i energije. (5)
Newtonovi zakoni: objadnjenje svakog od zakona uz podrobno opisivanje smisla
i posljedica koje iz zakona proizlaze. Prikaz zakona na nekoliko karakteristiCnih
sistema koji potiCu konceptualno razumijevanje. Dijagram slobodnog tijela. (5)

Primjena Newtonovih zakona: zakoni gibanjai mehanika: trenje (staticko i dinamicko),
razne varijante kosina, jednostavnih strojeva i povezanih tijela, centripetalna sila,
gravitacija, gibanje satelita, kutna brzina, moment inercije. (7)

Zakoni sacuvanja: Primjena zakona gibanja: sudari, zakoni sacuvanja koli¢ine giba-
nja i energije, kruzno gibanje(kinematika i moment inercije), moment sile, moment
koli¢ine gibanja i opis vrinje tijela. Teorem rada i kineticke energije. (6)

Ravnoteza i elastichost: ravnoteza — vanjske sile i momenta sile, elastiCna sila, Ho-
okeov zakon, mikroskopska struktura tvari, naprezanja i deformacije, vlaéno na-
prezanje, tlacno naprezanije, torzija. (5)

4
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Periodi¢no gibanje, oscilacije: periodi¢ne pojave, titranje, prou¢avanje gibanja mase
na elastiénoj opruzi, razmatranje jednadzbe gibanja kao diferencijalne jednadzbe,
harmonicki oscilator, veli¢ine, veza s jednolikim kruZznim gibanjem. (6) Analiza
gu$enja oscilacija (utjecaj trenja). male oscilacije i njihala, fiziCko njihalo, analogije.

(4)

Periodi¢no gibanje i valovi: periodi¢ne pojave, titranje i valovi, primjeri iz prirode uz
razmatranje prijenosa energije, harmonicki oscilator i veza s valovima, opis brzine
Sirenja vala, pulsovi, vrste valova i matematicki opis. (5)

Mjerenje i obrada podataka: znanstvena metoda, eksperiment, statisticka analiza, os-
novne veliCine statistiCke analize, raCun pogreski, regresije. (4)
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Poglavlje 2

Newtonovi zakoni

"I can calculate the motion of heavenly bodies, but not the madness of
people."
- Isaac Newton

2.1 Uvod

Promatranjem svijeta oko nas zapazamo da se nesto mijenja, a nesto ne. Dio promjena
je povezan s bioloSkim procesima, dio s kemijskim, dio s geoloskim, a dio promjena je
povezan s promjenom mijesta - gibanjem. Ova zadnja promjena je tema ovog poglav-
lja i uglavnhom ¢emo se pozabaviti s dva klju¢na pitanja razumijevanja gibanja. Prvo
pitanje je kako uopce opisati gibanje i tu ¢emo u pomo¢ pozvati matematiku te cemo
problem razvijati od primjera gibanja u jednoj dimenziji, a nakon jo§ dodatne matema-
tike i u viSe dimenzija. Matematicki opis gibanja nazivamo kinematika. Drugo pitanje se
tice uzroka opazenoga gibanja. Zasto kapi kie padaju na povrsinu zemlje radije nego
da odlete u svemirsko prostranstvo. Zasto se suhi list i kamen gibaju na razli€it nacin
tijekom slobodnog pada u zraku. Osnovno pitanje fizike je da li postoji neka univezalna
pravilnost koju je moguce matematiCki izraziti, a upravlja nevjerojatnom raznolikos¢u
pojava gibanja oko nas. Precizno matematicki formuliranu zakonitost uzroka gibanja
nazivamo dinamika. ldeal je da se na osnovu opisa trenutnog stanja gibanja moze
precizno predvidjeti buduénost - putanja. Jedan od vrlo vaznih alata u toj analizi bit
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2.1. UvoD POGLAVLJE 2. NEWTONOVI ZAKONI

¢e pojednostavljeni fizicki model s obzirom na nevjerojatnu sloZzenost pojava oko nas.
Model je pojednostavljen opis stvarnosti koji uzima samo one elemente koji su nuzni
za razumijevanije cilja prou¢avanja nekog fenomena. Npr pri opisu gibanja planeta oko
Sunca Cesto ih promatramo kao bezlicne materijalne toCke bez ikakva oblika ili protez-
nosti. Ova Cinjenica je osnova praktiCne vrijednosti znanosti opéenito. Veliki fizicar A.
Einstein je ovu &injenicu saZeo u sljedeéu re€enicu:

"The most incomprehensible thing about the world is that it is comprehen-
sible."

Vrijednost jedne grane fizike mehanike, znanosti o gibanju, lezi u njenoj zacudujuéoj
elegantnosti i §irini primjene. lako ju je otkrio i precizno matemati¢ki formulirao prije
vise od 300 godina fiziCar Isaac Newton, usprkos stolje¢ima, primjenjuje se u gotovo
svim podrucjima inZenjerstva i znanosti. O briljlantnosti samog Newtona najbolje govori
podatak da je za potrebu formuliranja teorije mehanike "morao izmisliti" i sasvim novu
granu matematike koju danas poznajemo kao diferencijalni i integralni raéun’, a to je
upravo temelj opéeg obrazovanja inZzenjera u svim podrucjima tehnike.

Broj protona i neutrona u atomu je vezan s atomskom masom elementa koja se
definira kao omjer mase atoma i atomske jedinice mase 1u = 1.6605387 x 10727 kg.
Napominjemo da omjer atomskih masa nije jednak omjeru gustoca! Razlog je zbog
razlicitih meduatomskih udaljenosti i naCina slaganja atoma u kristalu.

Primjer 2.1 (Omijeri). Kocka Al (gusto¢a 2.70 g/cm?®) je volumena 0.200 cm?®. Poznato
je da 27.0 g Al sadrze 6.02 x 10%* atoma. Koliko je atoma sadrzano u kocki?

Rjesenje Masa kocke iznosi:
m = pV = (2.70 g/em?)(0.200 cm?) = 0.540 ¢

Za rjeSavanje ovog problema iskoristit éemo vrlo elegantnu metodu koja se zasniva na
Cinjenici da je masa uzorka proporcionalna broju atoma za Ciste elemente.Koristiti Cemo
izraz m = kN gdje smo s k& oznaCili konstantu proporcionalnosti, a s NV broj atoma.

'Otkriée diferencijalnog iintegralnog racuna je ostvario neovisno i gotovo istodobno s velikim njemackim matemati¢arom
G.W. Leibnizom koji je dao iznimne doprinose i u fizici i tehnologiji. Posebno je znatajno da je Leibniz prvi razvio teoriju o
gibanju zasnovanu na kineti¢koj i potencijalnoj energiji, spekulirajuéi o zakonu o¢uvanija te ispravno pretpostavio relativnost
prostora i viemena u skladu s kasnijim otkricima A. Einsteina.



POGLAVLJE 2. NEWTONOVI ZAKONI 2.2. KINEMATIKA 1D

Ovaj izraz mozemo primijeniti u oba slucaja:

My, = kNuz /
Marg = kNazg

Dijeljenjem dobivamo (konstanta proporcionalnosti £ se krati u racunu i nije ju potrebno
odrediti):

mnz N?.LZ m?L?

= =y Bl = S8 N 6.02 x 10%%) = 1.20 x 10*?
Moz g N27g ma7g e 27¢g ( )

«

Jedna od osnovnih tehnika koju je potrebno svladati za ucinkovitu primjenu fizike u
inZzenjerskoj praksi je lagodno koristenje razli¢itih mjernih jedinica i sposobnost konver-
zije. Pogledajmo na jednostavnom primjeru postupak pretvorbe.

Primjer 2.2 (Brzina i mjerne jedinice). Na autocesti automobil se kre¢e brzinom 38.0
m/s. Da li je prekoracdio dopustenu maksimalnu brzinu od 130 km/h?

Rjesenje U ovom problemu od rieSenja nas samo dijeli pretvroba iz m /s u km/h:

1073 km 1073 km 3600
prema tome odgovor je DA. Primjetite da je brzina izrazena u m/s intuitivnija za opis
objektivne stvarnosti gibanja brzinama veéim od 130 km/h. Naime, prije¢i 38 m za
samo jednu sekundu zorno prikazuje nemoguénost reakcije na iznenadni dogadaj u

zoni preko deset metara. |

2.2 Kinematika 1D

Pravocrtno gibanje je najjednostavniji slu¢aj koji ima veliku praktiénu i koncepcijsku vaz-
nost jer se oko nas Cesto javlja, a matematiCki je najjednostavnije za proucavanje tako
da je odli¢na tema za uvodenje pojmova i elemenata opisa opéenitog gibanja. Jedno-
liko gibanje je najjednostavniji primjer i oznac¢ava slucaj kada u jednakim vremenskim
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Slika 2.1: Jednoliko gibanje po pravcu: prikaz grafa polozaja (tzv x-t) za gibanje stalnom brzinom u tri
slucaja. Nagib pravca odgovara brzini gibanja - sto je nagib veci veca je i brzina. x os je navedena kao
primjer i umjesto nje moze stajati bilo koja druga prostorna os sustava koju promatramo.

intervalima tijelo prelazi isti pomak. Kao sto je vidljivo na slici 2.1 x-t graf pri gibanju
stalnom brzinom je pravac. Vrijedi i obrnuti zaklju€ak: ako je x-t (ili y,z-t) graf nekog
gibanja pravac ono je jednoliko. Brzina je mjera pomaka u odnosu na vrijeme i definira
se sljedecom relacijom:

L P = 0
At

ovaj izraz strogo uzevsi definira srednju brzinu kao omjer pomaka Az i protekloga
vremena At. Gledano sa stajaliSta modeliranja gibanja zadavanjem funkcije polozaja
totke na brojevnom pravcu u ovisnosti o vremenu moZzemo opcenito zapisati matema-
ticki izraz za jednoliko gibanje:

z(t) = xo + vt (2.1)
koje ima vrlo jednostavnu interpretaciju. x je polozaj u trenutku ¢ = 0, a brzina (kons-
tanta gibanja) moze biti pozitivan i negativan broj ovisno da li se tocka giba u pozitivnom
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ili negativnom smjeru pravca. Primijetimo da je potpuno nevazno o kojoj se osi radi,
umjesto z-osi mogli smo staviti ¢, z. Realno, model jednodimenzionalnog gibanja je
redukcija pogodnim odabirom koordinatnog sustava stvarnog 3D gibanja. Promotrimo
sada ovo jednostavnu teoriju u analizi jednog tipicnog problema s jednolikim gibanjem.

Primjer 2.3 (Susret na ruc¢ku.). Branko i Suzana Zive u US i krenu u 09:00 sati jedan u
susret drugome. Branko putuje jednolikom brzinom 60 mph u smjeru istoka iz Chicaga.
Iz 400 milja udaljenog Pittsburgha Suzana se vozi u smjeru zapada istom cestom stal-
nom brzinom 40 mph. Gdje ¢ée se susresti?

Rjesenje Ovo je prvi problem koji omoguéava uklju€ivanje svih koraka iz strategije
rieS8avanja problema A.1 na str. 140. Prvi korak je modeliranje osoba kao cestica koje
se gibaju jednoliko na pravcu. Upravo smo uveli izraz (2.1) koji omogucéava preciznu
matematicku formulaciju rieSenja ovog problema. lako je zadano vrijeme istodobnoga
polaska u analizi mozemo zadati poCetak voznje jednostavno kao ¢t = 0 h. Nadalje
imamo slobodu za postavljanje ishodista brojevnog pravca te se ovdje odluCujemo za
polaziste Branka. Obzirom da se gibaju u suprotnom smjeru moramo biti oprezni s
predznakom brzina - jedna mora biti negativan broj! Tako mozemo zapisati

Q?B(t) =IpBo —+ ’UBt = ’UBt
Ig(t) =xs0 1+ vst

Desna strana ove jednadzbe je zadana podacima u zadatku (ispustili smo opce veliCine
koje ne utjeCu na rezultat prema odabranom modelu), jedino je preostalo kako kvanti-
tativno zadati uvjet susreta. Susret znaci da su u nekom trenutku i Branko i Suzana na
istom mjestu. Oznacimo tren susreta s ¢, - trenutno nepoznata veli¢ina. Uvjet susreta
mozemo zadati kao sljede¢u jednadZbu:

rp(t) = xs(th)
§to predstavlja matemati¢ku reprezentaciju susreta u ovom problemu. Uvrstenjem imamo:
vpl1 = Tso + Vst

jedna jednadzba s jednom nepoznanicom koju je jednostavno rijesiti:

LS50

1= —
Up — Usg

11



2.2. KINEMATIKA 1D POGLAVLJE 2. NEWTONOVI ZAKONI

Mjesto susreta dobijemo uvrStavanjem ¢, kao argumenta funkcije polozaja Branka:

TS0 400 ma .

za(h) = vt e r—— (60mp )(60 mph) — (—40 mph) e
pri ¢emu posebno treba biti pazljiv s mjernim jedinicama i predznakom za brzinu Su-
zane! Sada moZemo konacno izreci rieSenje problema: susret ¢e se dogoditi 240 mi
isto€no od Chicaga jer smo tako zadali koordinatni sustav (Chicago je u ishodistu bro-

jevnog pravca).

Provjera: Jedan od koraka koje studenti poCetnici, na svoju Stetu, €esto preskacu
je analiza rezultata. Analiza i interpretacija u odnosu na opazanije je srz fizike i onoga
Sto kao kompetenciju ova znanost nudi inZenjerima i opéoj populaciji. Jedan od razloga
uspjeha fizike je rigorozna provjera tvrdnji i rezultata uz istodobnu spremnost ispravlja-
nja pogreSaka i usavrsavanja teorija. Prva provjera se odnosi na mjerne jedinice koje u
ovom problemu nije tedko pratiti - osnovni rezultat je:

Lso UB

rp(t) = vp = TS0
vp — Usg UR — Vs

koji ovako napisan jasno ukazuje da je konac¢na dimenzija rezultata duljina (ovdje izra-
Zena u miljama) obzirom da je razlomak bezdimenzionalan.

Druga provjera je uskladenost rezultata sa svakodnevnim iskustvom u ovakvom slu-
aju. Sto bismo o&ekivali bez kinematickih relacija? Branko i Suzana kre¢u jedan
drugome u susret. Ako bi se kretali istom brzinom susreli bi se to€no na polovini puta
200 mi. Obzirom da se Branko kre¢e nesto brze susret je blize polazistu Suzane (Pitt-
sburghu), a to upravo odgovara rezultatu. Zamislimo da pogrijeSimo u predznaku brzine
Suzane (Cest slucaj). Dobili bismo sljedeéi rezultat:

S0 400 mi _
vg —vg (60 mph) (60mph) — (+40 mph) 1200

Ukoliko provedemo postupak provjere i zamislimo §to ovakav rezultat znaci jasno vi-
dimo da je ovaj rezultat nemogu¢. Ipak, iskustvo autora je da ovakvo rjeSenje nije
rijedak slucaj, a posljedica je slijepog oslanjanja na matematiku u rjeSavanju i interpre-
taciji iako ona "nema pojma" §to nam brojevi predstavljaju. Matematika ne moze izravno
pomoci u otklanjanju pogreske ukoliko smo ju pogredno "informirali". U ovom slu¢aju je
matematicki izracun tocan, a fizicki rezultat besmislen. <

zp(t) = vpty = vp
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Slika 2.2: Jednoliko gibanje: prikaz grafa polozaja za gibanje Branka i Suzane prema zadatku (2.3).
Vertikalna crtkana linija oznacava vrijeme, a horizontalna mjesto susreta.

2.2.1 Dijagrami

Gibanje je centralna tema fizike, prirodnih i tehni¢kih znanosti opéenito. Ono je tema
koju iskusava svako Zivo bi¢e koje se krece. Unato¢ velikom iskustvu koje imamo ve-
zano uz gibanje Cinjenica je da intuitivno neki od suptilnih elemenata preciznog opisa
pogresno interpretiramo. Ove pogresne predodzbe su jedna od najvaznijin poteskoca
u razumijevaniju fizickih fenomena na inZenjerski upotrebljiv nagin. U bezbroju razligi-
tih moguénosti gibanja isticu se sljedec¢a kao gradivni blokovi opéeg razumijevanja i za
tocke i za tijela

1. pravocrtno
2. kruzno
3. gibanje projektila
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4. vrtnja krutog tijela

Gibanje mozemo definirati kao promjenu poloZaja objekta u ovisnosti o vremenu. Ovdje
odmah mozemo primijetiti da je znatno teze opisati gibanje tijela od materijalne tocke
zato Sto razliCiti dijelovi tijela opisuju vrlo razliCite putanje. Ovo je razlog da se na
pocetku bavimo onim situacijama gdje protezno tijelo mozemo zamijeniti materijalnom
tockom. Primjer za to je gibanje planeta gdje gibanje oko Sunca pratimo na nacin da
gledamo gibanje posebno odabrane toCke vezane za nebesko tijelo. Ovo je ujedno
primjer kako modeliramo pojednostavljenjem: cijeli planet koji u promjeru moze biti veci
od 10 000 km gledamo kao tocku!

Jednostavan nacin promatranja gibanja (posebno s dostupnoscu sofisticirane teh-
nologije) je snimanje filma koji predstavlja fotografiranje pojave stalnim ritmom. Svaka
fotografija filma ima pridruzeno to¢no odredeno vrijeme tako da mozemo nacrtati 2D
graf funkcije u kojem na x os stavimo vremena, a na y os pripadni poloZzaj promatrane
toCke na snimljenom tijelu.

2.2.2 Odredivanje pomaka iz brzine

Promotrimo sada opcenit slu¢aj kada se brzina mijenja tijekom gibanja. Da li i u ovom
sluaju mozemo na temelju potpune informacije o brzini odrediti pomak materijalne
toCke? Krenimo od izraza (2.1) i zamislimo da promatramo gibanje vrlo kratko vrijeme,
dovoljno da brzinu mozemo smatrati stalnom. Ovo se prakticno uvijek moze uciniti, npr
ako promatramo sprintera pri tréanju s vremenskim razmacima stotinke sekunde jasno
je da u tako kratkom vremenu gotovo da nema promjene brzine trkaca vec je trenutna
brzina izvrsno predstavljena srednjom vrijednos$cu. Neka je u promatranom gibanju s
At oznaceno takvo - dovoljno kratko vrijeme. U bilo kojem trenutku pomak tijekom
vremena At je dan prema (2.1) s:

s(i) — s(i — 1) = v,(i — 1) At

gdje indeks 7 oznacava trenutak i = 2,3 ..., N. Oznaka s ovdje stoji umjesto pomaka
po bilo kojoj 1D putanji (mozZe biti x os za pravac, ali i dio kruznice). Ukupni pomak
od pocetnog polozaja s, do konacnog polozaja s se moze izracunati prema sljedecim
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Slika 2.3: Odredivanje pomaka iz poznate brzine tijekom opc¢enitog 1D gibanja. Iz slike je vidljivo da
smanjivanje intervala vremena At povecava broj pravokutnika za zadano pocetno i konaéno vrijeme, a
zbroj plostina pravokutnika se priblizava ploétini ispod grafa funkcije.

jednadzbama
S— 8 = 8N} —g(l) =
=s(N)—s(N —=1)+s(N—1) —s(N —2)+s(N —2)—
o= 8(2)+5(2) — s(1) =
= Us(N — DAt + v,(N —2)At + ... + vs(1) At
Ovdje smo iskoristili pogodan nacin da zapi§emo nulu kao npr 0 = —s(2) + s(2) i tako

za sve vremenske intervale. Najvaznije je uociti da se u razli¢itim vremenskim interva-
lima srednja brzina opéenito mijenja, ali pri tome umnosci v, (i) At imaju jednostavnu
interpretaciju u v-t dijagramu. Oni predstavljaju plostine pravokutnika kao na slici 2.3
§to uzevsi u obzir moguénost smanjivanja intervala vremena At omoguéava sljedeci
opéi rezultat:

Teorem 2.2.1. Pomak tijekom opcenitog 1D gibanja odgovara plostini ispod grafa u v-t
dijagramu.

Usput ovo je razmatranje koje je Newtona i Leibniza dovelo do otkri¢a integralnog
racuna i rijeSenja opcéenitog problema ra¢unanja plostine zakrivljenih oblika. Nema ni-
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Sta posebno u oznakama koje koristimo u izraCunu - ideja je ista za bilo koji problem
odredivanja plostine: prekriti $to vjernije nepoznatu plostinu relativno malim oblicima
poznate plostine te ih zbrojiti. Koristenjem sve manjih oblika pove¢avamo to€nost ra-
¢una trazene plostine.

2.2.3 Jednoliko ubrzano gibanje

Sliedeca vrsta gibanja, tehnicki neznatno slozZenija od jednolikoga, je jednoliko ubrzano
gibanje (JUG). Ovdje uvodimo jo$ jednu veli€inu koja zaokruzuje skup fiziCkih veliina
potrebnih za opis 1D gibanja: ubrzanje ili akceleraciju. U jednoj od sljedeCih lekcija
¢emo uvesti Newtonove zakone gibanja koji pokazuju da je ubrzanje kljuCna poveznica
kinematike i uzroka - sila koje djeluju na tijela.

(a) F-14D Tomcat (b) Bugatti Veyron

Slika 2.4: Jednoliko ubrzano gibanje: F-14D Tomcat (slika 2.4a) i 2010 Bugatti Veyron 16.4 Super Sport
automobila (slika 2.4b).

Pogledajmo usporedbu ubrzanja F-14D Tomcat borbenog zrakoplova i 2010 Bugatti
Veyron 16.4 Super Sport automobila slika 2.4. Pri katapultiranju F-14D brzina se mi-
jenja od pocetnih 17 m/s do brzine polijetanja 85 m/s za 2.8 s. Veyron s druge strane
istu promjenu brzine ostvari za 13.5 s (izvor: accelerationtimes.com). Obzirom da su
konaéna i poCetna brzina iste &to razlikuje gibanje zrakoplova i automobila? Iz svakod-
nevnog iskustva odmah ¢emo zakljuCiti: promjena brzine je ista, ali je vrijeme u kojem
se promjena dogodila razli¢ito. Modelirajmo ovaj problem tako da i automobil i zrako-
plov promatramo kao materijalne tocke kojima se brzina jednoliko mijenja od pocetne
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Slika 2.5: Jednoliko ubrzano gibanje: prikaz grafa brzine za gibanje 2010 Bugatti Veyron 16.4 Super
Sport automobila i F-14D Tomcat borbenog zrakoplova pri ubrzanju od 17 do 85 m/s.

do konacne brzine. Prikazimo $to predvida ovakav model u v-t grafu koji je prikazan na
slici 2.5. Kao mjeru promjene brzine u oba slu¢aja mozemo uzeti omjer:

Av
koji predstavlja novu fiziCku veli€inu srednje ubrzanje, a geometrijski na slici 2.5 pred-
stavlja nagib pravaca. Ova jednostavna definicija omogucava izracun u promatranim
sluCajevima:
Av  68m/s

Veyron A7~ 135s =5.0(m/s)/s
Av  68m/s

F'14D — —
At 2.8 AR =

gdje smo dobili i odgovarajuéu mjernu jedinicu (m/s) /s koja opisuje kako se brzina mi-
jenja u odnosu na protok vremena. Na grafu veci nagib pravca odgovara ve¢oj promjeni

17



2.2. KINEMATIKA 1D POGLAVLJE 2. NEWTONOVI ZAKONI

brzine obzirom na zadano vrijeme promjene. Ako su u v-t dijagramu pravci nuzno je ri-
je¢ o JUG-u (horizontalni pravac predstavlja jednoliko gibanje, ubrzanje je nula u tom
sluéaju). Osnovna karakteristika JUG-a je da uvedeni pojam srednjeg ubrzanja daje isti
rezultat bez obzira koliko je vrijeme promatranja promjene brzine. Ova Cinjenica se u
daljnjem razvijanju mehanike koristi za analizu i sloZenijih gibanja koji odgovaraju dru-
gim krivuljama na v-t dijagramu, a u osnovi je ideje diferencijalnog racuna. U daljnjem
razmatranju nastavit ¢emo razvijati kvantitativne relacije koje precizno opisuju odnose
izmedu kljuénih fizi€kih veli¢ina i njihova prikaza na grafovima.

2.2.4 Jednoliko ubrzano gibanje i jednadzbe

Iz definicije srednjeg ubrzanja (2.2)

Av  vp— 1y

< g b= =
CTTAL T T A
lako je dobiti algebarskim pretvrobama:
Vi =Wt < 0 > AL (2.3]

Sto na v-t dijagramu predstavlja pravac koji krece od brzine v, i karakterizira ga nagib
< a >. Pomak tijekom JUG je plostina u v-t dijagramu kao $to je opéenito objasnjeno u
odjeljku 2.2.2 i prikazano na slici 2.3 samo $to u ovom slu¢aju imamo vrlo jednostavnu
geometriju te su izraCuni elementarni. Sa slike 2.6 je vrlo lako ocitati izraz za pomak:

|
Sk — Sp = (tk — tp)’Up -+ §(tk = tp) a(tk - tp)

ili ukoliko zadamo kao $to je uobicajeno ¢, = 0 dobijemo:
1 2
s(t) = s, + vt + §at (2.4)

s$to je vazan izraz koji opisuje polozaj kao matematicku funkciju polinoma drugog reda
u vremenu. s moze biti bilo koja koordinata 1D sustava. Kombiniranjem izraza (2.3) i
(2.4) mozemo povezati pomak i brzine pri JUG:

vk = vy + 2a(sk — sp) (2.5)
koja je prakti¢na u situacijama kada nas ne zanima vrijeme.
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JUG

0 ) 10 15
t

Slika 2.6: Graficko odredivanja pomaka materijalne tocke kao plostine ispod grafa v-t krivulje od 2, = 2 s
do ?; = 12 s. Vidljivo je da se ukupna plostina sastoji od pravokutnika i pravokutnog trokuta.

Primjer 2.4 (JUG). Zrakoplov pri slijetanju na nosac¢ aviona ima brzinu 64 m/s. Odre-
dite prosjeCno ubrzanje tijekom zaustavljanja koje traje 2.0 s. Koliki put prevali u tom
vremenu?

Rjesenje U ovom problemu ¢emo 1D sustav postaviti u smjeru gibanja aviona po pisti
nosaca. Primijetite da, osim poCetne brzine, imamo zadanu i kona¢nu koja je 0 m/s jer
se zrakoplov zaustavi prema opisu iz zadatka. Tako izravno mozZzemo odrediti ubrzanje:

Uk — Uzp 0 —64m/s 5
<y >= - == _32
e A 2.0s m/s

KoriStenjem izraza za polozaj u ovisnosti u vremenu pri JUG (2.4) konacni polozaj
(ujedno prijedeni put) je:

1
B =25 —+ Wiy AL + 3 2 W 35 (At)2
1
=0+ (64m/s)(2.05) + (32 m/s*)(2.05)* = (128 m) — (64m) = 64m
<

Gibanje Cestice samo uz djelovanje gravitacije, bez drugih sila, se naziva slobodni
pad. U situacijama koje opazamo oko sebe takva se situacija ne sre¢e zbog prisutnosti
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zraka. Na svu srecu pri padu tijela velike gustoce (stijene, metalni predmeti i sl.) Cesto
¢inimo vrlo malu pogresku zanemarujuci utjecaj zraka. Ova vrsta pojednostavljivanja
uz brigu o kljuénim uvjetima kada takvo zanemarivanje ne uvodi znacajniju pogresku
je tipicno za prirodoznanstveno opisivanje pojava. Upravo je ova sposobnost kvantita-
tivnog ocjenjivanja doprinosa preciznosti razliCitih utjecaja na opazanje razumijevanje
prirode koje nazivamo fizika. Na YouTube posluZitelju moguée je® pogledati sjajnu de-
monstraciju rezultata Galilejevih otkri¢a. Naime fiziCar Galileo di Vincenzo Bonaiuti de’
Galilei u 17. stoljeéu je prva osoba koja je na temelju kreativho osmisljenih eksperi-
menata, pazljive kvantitativne analize i bistrog zakljucivanja otkrio sustinske zakonitosti
slobodnog pada. Bio je to jedan od najvaznijih dogadaja za uspostavljanje znanstvene
metode koja e postati temelj moderne prirodne znanosti® u kojoj vi&e nema autoriteta
vec se svi zakljucci i tvrdnje o prirodi podvrgavaju eksperimentalnoj provjeri. Ovaj do-
gadaj je otvorio put nevjerojatnom slijedu otkri¢a i spoznaja koji su u temelju moderne
civilizacije. Glavno opazanje Galilea je da se bez ometanja atmosfere sva tijela, neo-
visno o masi, gibaju istim ubrzanjem pri slobodnom padu. Za vrijednost gravitacijskoga
ubrzanja uzimamo u racunskim zadacima iznos

g = 9.80m/s”

koji vrijedi samo na Zemlji i posljedica je iskljuCivo gravitacijske sile. Vazno je uociti da
g nije gravitacija jer ova fizicka veli¢ina nije sila ve¢ ubrzanje.

Sada mozemo iskoristiti nase razumijevanje JUG-a i opisati slu¢aj kada se s odre-
dene visine ispusti tijelo te se prepusti gravitacijskoj sili. Postavimo 1D koordinatni sus-
tav tako da okomicu na tlo oznacava y os (ovdje je na$ opéi s y). Uvr§tavanje vrijednosti
u jednadzbu (2.3) uz h kao pocCetnu visinu te a, = —g dobijemo

vy(t) = v, — gt
1 (2.6)
y(t) = h+ vt — §gt2
pri Cemu pocetna brzina v, moze biti pozitivna (prema gore) ili negativna (prema dolje).

Primjer 2.5 (Opéenito 1D gibanje). Cestica se giba duZ x-osi prema jednadzbi z(t) =
—3t+t? gdje je polozaj dan u m, a vrijeme u s. Nacrtajte x-t dijagram te opisite gibanje
Cestice Sto preciznije. Skicirajte v-t dijagram.

2U vrijeme pisanja poveznica Galileo’s Famous Gravity Experiment by Brian Cox. s isjetkom iz dokumentarca BBC-a.
3U njegovo doba se to podrudje nazivalo filozofijom prirode. Od sredine 19. st. taj pojam oznadava fiziku, a na sveudilitu
Oxford naslov koji se dobiva obranom doktorske disertacije iz fizike se i dalje zove "Doctor of Philosophy in Physics".
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POGLAVLJE 2. NEWTONOVI ZAKONI 2.2. KINEMATIKA 1D

Odredite pomak i srednju brzinu u zadanim vremenskim intervalima [0,1] i [1,3] s!

Rjesenje U ovom problemu najbolje je krenuti tako da se grafiCki prikaze matematicka
ovisnost: pomake raunamo tako da uvrstimo vremena u zadanu funkciju polozaja u

10 o)

ovisnosti o vremenu z(t) tako da se pomak od pocetnog do konacnog trenutka racuna
prema Ax = x(t;) — x(t,) Sljedeta tablica sadrzi trazene rezultate iz zadatka:

[ty t][s] [ [0.1] [1,3]
Ax [m] -2 2
< v, >[mfs]| -2 1

gdje smo s < v, > oznacili srednju brzinu koja odgovara pomaku u prethodnom retku.
<
Primjer 2.6 (Opéenito 1D gibanje). Cestica se giba duZ x osi tako da joj je brzina
zadana s v, = (20m/s) — (3m/s)t2.
1. Odredite srednje ubrzanje u intervalu [0,2] s!
2. Odredite ubrzanjeut=2.0s!
Rjesenje U ovom problemu najbolje je krenuti tako da se graficki prikaze matema-

ticka ovisnost: srednje ubrzanje raCunamo prema standardnom izrazu u intervalu oko
trenutka ¢ [t — At, t + At]

e Av,  [20—-3(t+ At)*] — [20 — 3(t — At)?]  —12t At
b= At T 2At - 2Ar
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20
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—20
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tako da za promjenu brzine koristimo zadani izraz. Srednje ubrzanje odredeno u gor-
njem izrazu je egzaktno i ne ovisi o izboru At tako da je identi¢no trenutnom. Ovo
je osobitost kvadratnoj ovisnosti brzine o vremenu. U slucaju postojanja viSih potencija
dobila bi se dodatna ovisnost o0 At. Smanjenjem vremenskog intervala At povecava se
preciznost izraCuna ubrzanja jer se smanjuje doprinos zanemarenih ¢lanovi (vrlo mali
doprinos potencija dovoljno mala vrijednost At).

1. prema prije odredenom izrazu dobivamo konaéno rjeSenje za srednje ubrzanje
<a,>({t=1s)=—-6(1s)=—6m/s’

2. trenutno ubrzanje mozemo izracunati koridtenjem odgovarajuéeq izraza i u ovom
slu¢aju iznosi a,(t = 25) = —12m/s>.

Postupak odredivanja trenutnog ubrzanja u ovom slu¢aju je posebna varijanta izracuna
granicne vrijednosti omjera dva izraza gdje, iako se i nazivnik i 0 njemu ovisan brojnik,
smanjuju po apsolutnom iznosu vrijednost samog omjera ostaje konaéna. L

Pogledajmo sada zanimljiv slu€aj gibanja tenis loptice tijekom poskakivanja nakon
ispustanja s odredene visine. Promatranje ¢e biti kvalitativno, a unijet ¢emo i nekoliko
pojednostavljenja u odnosu na realnu situaciju koji ne utjeCu na najvaznije znacajke
gibanja. Kao prvo pretpostavit éemo 1D gibanje (duz y-osi)te da se loptica odbija tre-
nutno i pri tome "izgubi” nesto brzine po apsolutnoj vrijednosti. U stvarnosti se loptica
deformira i pri tome dolazi do sloZzenog procesa koji éemo poblize objasniti u buduéim
lekcijama gdje je konacni rezultat smanjenje iznosa brzine nakon odskoka. Slika 2.7
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prikazuje y — ¢, v, — t i a, — t dijagram eksperimenta u kojem je loptica ispustena s
visine 2.0 m. MozZemo uociti da po intervalima od odskoka do ponovnog sraza s tlom

mass A (t, )
a T T T

0Aa-

-0k

¥y

15k

-2.0

u 02 0.4 .G 0. 1.0 1.2 A 18 14 20 i 24 26
1

1
t
E2.760 5 v=-2.0801] (&

mass A (t, vy)

4 T T T T T T T T T T T

Wy (ITIFS)

i} 0.z 04 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1k 2.0 22 24 2.6

t
2,760 5 w=NaN mig !
2
10 mass A (t, &)
10F : . :
nal
- 06F
e
Enal
-
& 5|
ol
O 0z 04 06 08 10 12 TR

1.4
1(5)

=2.760 5 ay=Plah mis]

Slika 2.7: Visina, brzina i ubrzanje poskakujuce loptice u ovisnosti o vremenu. Analiza provedena s
pomocu programskog alata Tracker [1] prema video snimci eksperimenta.

loptica izvodi vertikalni hitac opisan izrazima (2.6) gdje je h poCetna visina u intervalu
do prvog sraza s tlom. U sljedec¢im intervalima A = 0. Loptica ima stalno ubrzanje —g
osim u trenutku sraza s podlogom. Tijekom svakog odskoka brzina se mijenja —vy u
vy (zapravo nesto manje od v, po iznosu zbog gubitaka §to se lijepo vidi na dijagramu
v, — t u sredini na slici 2.7) tijekom vrlo kratkog intervala vremena. Ova nagla i ve-
lika po iznosu promjena je uzrokovana vrlo velikim ubrzanjem prema gore (razmislite
ay = % = % gdje je At vrlo maliiznos). Ova analiza objasnjava ostre vrhove u a, —t
dijagramu.
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Primjer 2.7 (Vertikalni hitac). Kamen je bacen s vrha zgrade prakticno okomito po-
¢etnom brzinom 20.0 m/s vertikalno uvis. Zgrada je visoka 50.0 m, a kamen pri padu
prode tik uz rub zgrade i nastavlja padati prema tlu. Uzmimo da je pocetni tren t=0
odredite:

. vrijeme za koje kamen dosegne najvisu to¢ku;
. maksimalnu visinu;

1
2
3. vrijeme potrebno da se nakon bacanja kamen vrati na po€etnu visinu;
4. brzinu u tom trenutku;

5

. brzinu i polozaj u t = 5.00 s;

Rjesenje U ovom problemu najpogodnije jednadzbe su (2.6) jer se rjeSenje svodi na
sistematsku primjenu ova dva rezultata. Nacin na koji je problem postavljen (vidi sliku
2.8) omogucava koriStenje pojednostavljenja na 1D gibanje tako da éemo za pocetak
odrediti i oznaciti karakteristicne toCke tijekom gibanja. Pocetni polozaj neka je ishodiste
1D sustava.

1. najviSu toCku karakterizira brzina iznosa nula tako da izravnim uvrstavanjem dobi-

vamo: 20.0m/
v 0Om/s
tp=—+="—">=204s
BTy T 98m/s?
2. maksimalnu visinu dobijemo uvrstavanjem gore dobivena vremena u jednadzbu
za poloza;j:

1
hma.T, =Yp = 0+ Upt — §gt2 =20.4m

3. vrijeme potrebno da se nakon bacanja vrati na pocetnu visinu je jednostavno dvos-
truko vrijeme iz prethodnog dijela zadatka 4.08 s;

4. brzina u tom trenutku je
vy (4.08 5) = (20.0m/s) — g(4.085) = —=20.0m/s
5. brzinaipolozajut = 5.00s je
vyp = vy(5.00 ) = (20.0m/s) — g(5.005) = —29.0m/s
1
yp = y(5.005) = 0+ (20.0m/s)(5.00 s) — 59(5.00 s)2=—-225m
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tp =204s

yp = 20.4dm
vy =0.0m/s
. 2
tg =0 aye = —9.80m/s
ya = 0

vya = 20.0m/s @ N @
] . Ay tc =4.085
aya = —9.80 m[.‘sz & s
/ yo = 0.00m

vy = —200m/s

ayc = —9.80m/s”

tp =5.00s

Yyp = —225m
vyp = =29.0m/s
L =50.0m ayp = —0.80m/s>
tg =583s

yg = —60.0m

vp = —37.1m/s

ayp = —9.80m /,52

$ (E)

Slika 2.8: Polozaj i brzina kamena bacena vertikalno u vis poéetnom brzinom 20.0m/s.
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Rezultate i graficki prikaz u ovom problemu je prikazan na slici 2.8 (dodani su podaci i
za trenutak kada kamen padne na tlo - tocka F)). <

2.3 Kinematika 2D

2.3.1 Ubrzanje

1D definicija ubrzanja se prirodno moze proSiriti i na viSe dimenzija pa za srednju vri-

jednost mozemo uzeti:

. AT 5
a'aU_At ()

Novost koju donosi vise dimenzija je moguénost postojanja ubrzanja, a da se pri tom
iznos brzine ne mijenja kao Sto prikazuje primjer na slici 2.9. Iz definicije (2.7) jasno je

lzhosi svih vektora su isti.
Mijenja se smjer gibanja.

Prisutno je ubrzanje.

Slika 2.9: Slika prikazuje hipotetsko 2D gibanije pri kojem je iznos brzine stalan, ali se smjer mijenja tako
da se dobiva kruzno gibanje u smjeru kazaljke na satu.

da je smjer ubrzanja zadan smjerom promjene brzine Av.
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Da bismo opisali visedimenzionalno gibanje potrebno je precizno opisivati pomak
Cestice (odabrane tocke tijela) koju promatramo. Sljedeéa dva primjera ilustriraju os-
novne tehnike sa stanovista algebre vektora.

Primjer 2.8 (2D kretanje). Automobil putuje 20.0 km sjeverno, a zatim promjeni smjer
gibanja za 60° gibanja prema zapadu. Novim smjerom nastavlja voznju 35.0 km. Pos-
tavite koordinatni sustav i u njemu odredite konacni polozaj automobila.

Rjesenje Ovaj problem mozemo postaviti tako da formiramo trokut s vektorima AiB
koji su u koordinatama reprezentirani s relacijama:

—

A=(200km)j B = (35.0 km)cos(150°) & + (35.0 km) sin(150°) §
Rezultantni vektor pomaka je dan s vektorskim zbrojem ova dva pomaka:
R=A+B=(00-303km)i+(20.0+17.5km)§ = —(30.3km) & + (37.5km) §

Ukupni pomak je dan s duljinom vektora R koji iznosi

|R| = \/R2+ R2 = /30.32 + 37.52 = 48.2km

Kut koji vektor zatvara s x osi je dan s

R 37.5
90° = arct —2 ) = arct —— ) =129°
T arctan (RT) arctan ( 30.3)
Ovdje je vazno primijetiti da nam arctan funkcija na kalkulatoru obi¢no daje rezultat u
rasponu [—90°, 90°] pa se treba dodatno transformirati prema skici problema. Problem
smo mogli rijesiti i koriStenjem standardnih relacija za trokut, naime izravnom primjenom
poucka o kosinusu (uz oznake kao na slici 2.10) dobivamo:

R=+/A2+ B2 —2ABcosf =
V/(20.0 km)2 + (35.0 km)2 — 2(20.0 km)(35.0 km) cos(180° — 60°) = 48.2 km

dakle identiCan rezultat kao i pri primjeni koordinatne metode. Smijer vektora R mozemo
dobiti primjenom poucka o sinusu kutova u trokutu $to nam daje:

B8 35.0 km

B R~ = ®om

tako da je konacno 5 = 39.0° kao i u prethodnom postupku. -

sin(120°) = 0.629
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wf]

60°

9“

=1

Y

Slika 2.10: Kretanje vozila sjever pa sjeverozapad.

Primjer 2.9 (2D kretanje). Brod na redovitoj ruti kre¢e iz polazis§ta u luku 1 koja se
nalazi 150 km 30° sjeverno od smijera istoka, a zatim krene u luku 2 udaljenu 160 km
u smjeru 20° zapadno od sjevera. Posljednja etapa je 3, 175 km zapadno od luke 2.
Odredite polozaj odredista luke 3 prema polazistu broda (vidi slika 2.11).

Rjesenje U ovom problemu pristup je identi¢an kao i u slu¢aju zadatka 2.8 uz do-
datnu napomenu da bi sada pristup koriStenjem ravninske geometrije za opCi trokut
(poucci sinusa i kosinusa) bio vrlo nezgrapan (zbrajamo tri vektora umjesto dva) tako
da slijedimo elegantni pristup koordinatne metode gdje tri etape plovidbe oznacavamo
S T123:

(r1)z = acos(30.0%) = (150 km)(0.866) = 129.9 km

(11)y = asin(30.0°) = (150 km)(0.500) = 75.0 km

te na isti nacin za vektor 75:

(r9)s = beos(110°) = (160 km)(—0.342) = —54.72 km
(r2), = bsin(110°) = (160 kmn)(0.940) = 150.35 km

i konaéno za vektor r3:

(13)2 = ccos(180°) = (175 km)(—1.0) = =175 km
(13)y = csin(180°) = (175 km)(0.000) = 0 km
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Slika 2.11: Graficki prikaz putanje broda tijekom plovidbe prema podacima iz zadatka 2.9.

Prema tome koristeCi se standardnim izrazom za zbrajanje vektora u koordinatnom
prikazu dobivamo:

R, =(r1)s+ (ro)s + (r3)z = (129.9km) + (—54.72km) 4+ (=175 km) = —99.82 km
Ry = (11)y + (r2)y + (r3)y, = (75.0km) + (150.35 km) + (0 km) = 225.35 km

ili u vektorskom prikazu s pomoéu jediniénin vektora i s korektnim brojem znacajnih

decimalnih znamenki:

R = (=100 km)& + (225 km)y
Mozemo jos izraCunati da je polaziste i kona¢no odrediste udaljeno 246.5 km i u smjeru
24° zapadno od sjevera. Kompletna ruta je prikazana na slici 2.11. <

Primjer 2.10 (2D opée gibanje). Cestica poginje gibanje u t= 0 s s po&etnom brzinom
25 m/s u x smjeru i -16 m/s u y smjeru. Cestica se giba u xy ravnini ubrzanjem a, =
2.0m/s*. Odredite:

1. vektor brzine za bilo koji trenutak;

2. vektor brzine u t = 4.0 s (komponente i ukupno);

3. vektor polozaja za bilo koji trenutak;
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4. vektor polozaja ut = 4.0 s (komponente i ukupno);

Rjesenje Obzirom da je akceleracija konstanta ovaj problem kategoriziramo kao 2D
gibanje stalnim ubrzanjem, dakle JUG. Za pocetak postavljamo pocetne uvjete tako da
je poCetna brzina u x smjeru v,, = 25m/s, y smjeru v,, = —16m/s te analogno za
ubrzanje a, = 2.0m/s* i a, = 0m/s*. lzrazi za brzinu pri JUG u ovom slu¢aju imaju
sljedeci oblik:

1.
Uk = Up + @zt = (25m/s) + (2.0m/s*)t
Vyk = Uyp + @yt = (—16m/s) +0.0¢
ili vektorski
U(t) = vard + vgg = [(25m/s) + (2.0m/s)t] & + (=16 m/s)j

7(4.08) =[(25+2.0-4.0) m/s]z + (—16m/s)g = (33m/s)T — (16 m/s)y

uz ovaj rezultat mozemo odrediti ukupni iznos brzine

v(4.0s) = /vi tv] = VvV (33m/s)2+ (—16m/s)2 = 37m/s
dok je kut s x osi koodinatnog sustava u zadanom trenutku:
v 16
tanf = 2L = —— = 0= —26°
s T 3

3. kako je pocetni polozaj ishodiste za koordinate imamo:

1
2(t) = vapt + Saut” = (25m/s)t + (LOm/s")t"

y(t) = vyt + %ath = (—16m/s)t
ili u vektorskom obliku
F(t) = o(t)E + y(t)g = [(25m/s)t + (1L.0m/s)t2] & + [(~16m/s)t] g
4. prethodni rezultat za ¢t = 4.0 s daje
F(4.05) = [(25-4.0 + 1.0- 4.0°) m] & + [(—16 - 4.0) m] § = (116 m)& — (64 m)§
|
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Y

Slika 2.12: Opis kinematike gibanja projektila.
2.3.2 Kosi hitac

Jedan od klasi¢nih problema gibanja koji spada u kategoriju JUG je i kosi hitac. Pro-
matra se gibanje projektila ispaljenog zadanim iznosom pocetne brzine i kuta prema
horizontalnoj ravnoj povr§ini uz zanemarivanje utjecaja atmosfere i zakrivljenosti Zem-
ljie na gibanje. Ovaj problem mozemo modelirati kao 2D gibanje sljedecim izrazima za
brzine i polozZaj:

= v, cos(6)
vy = v, sin(f) —
Bl =1, cos(@)t

y(t) = vpsin(f) t — gt (2.8)

[\'Jlri

gdje je 0 kut koji vektor poCetne brzine zatvara prema horizontalnoj ravnini, a v, je iznos
vektora poCetne brzine.

Primjer 2.11 (Horizontalni hitac). Lopta je bafena horizontalno s klifa brzinom 8.0
m/s. Pretpostavite da nema utjecaja otpora zraka.

1. Odredite brzinu i

2. smjer gibanja nakon 2.0 s.

Rjesenje Primjenom izraza (2.8) uz # = 0 dobivamo sljededi rezultat:
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Slika 2.13: Mike Powell, svjetski rekorder u skoku u dalj 8.95 m, Tokyo 31. kolovoz 1991.god.! C. Lewis
je u natjecanju skocio: 8.83 m (uz nedozvoljeni vietar), 8.91 m (uz nedozvoljeni vjetar), 8.87 m (ok vjetar)
i 8.84 m (ok vjetar). Ovakav dan za skok u dalj se do sada nije ponovio, zapravo nitko nakon tog dana
nije uspio skociti ni blizu ovim daljinama.

1. u vektorskom obliku () = v,z — (gt)y

2. Nakon dvije sekunde 7(2.0s) = (8.0m/s)Z — (9.8 m/s?)(2.0s)y odnosno ko-
nacno ¥(2.0s) = (8.0m/s)z — (19.6 m/s)y. Smjer gibanja je dan kutom s hori-

zontalnom ravninom
19.6

—— = 0= -68°
8.0

tan(f) =

<

Primjer 2.12 (Skok u dalj). Skakac¢ u dalj se odrazava brzinom iznosa 11.5 m/s pod
kutom 6 = 19.0°. Vidi sliku 2.13.

1. Odredite duljinu skoka (horizontalni domet), ako moZzemo njegovo gibanje proma-
trati kao gibanje Cestice.

2. Odredite i maksimalnu visinu leta u tom slucaju.
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Rjesenje Ovdje ¢emo provest krajnje pojednostavljenje u kojem ¢emo skakaca pro-
matrati kao materijalnu tocku koja se giba kao projektil. Ishodiste 2D sustava postav-
llamo na mijesto odraza pri skoku. Dvije karakteristicne to¢ke ovog gibanja koje raz-
matramo ¢emo oznaciti kao V - maksimalna visina tijekom skoka i D - doskok. Skok
skakaca modeliramo kao ispucavanje kuglice u vakuumu zadanim pocetnim vektorom
brzine. Maksimalna visina je odredena uvjetom da je v, = 0:

0 = v, = v,sin(f,) — gty = (11.5m/s)(sin 19.0°) — (9.80m /sty

§to predstavlja linearnu jednadzbu s jednom nepoznanicom. RjeSenje je tyy = 0.382 s,
a kako je gibanje pi kosom hicu (parabola) simetricno oko maksimuma visine mozemo
izravno izracunati tp = 2ty = 0.764 s.

1. s tp oznacimo vrijeme od odraza do doskoka uz takve oznake duljina skoka je
xp = (vpcos(6,))tp = (11.5m/s)(cos 19.0°)tp
Uvrstavanjem ovog rezultata dobivamo i duljinu skoka
zp = (11.5m/s)(cos 19.0°)(0.764 s) = 8.31m
2. Maksimalna visina je dana s y koordinatom u trenu ¢y

Ymaxr = YV = Up Sil’l(gp)tv — §gt2 =

1

(11.5m/s)(sin 19.0°)(0.382 5) > (9.80m/5%)(0.3825)* = 0.715m

Vidimo da bez obzira na drasti¢no pojednostavljenje u modelu skoka u dalj do-
bili smo rezultate konzistentne s realnim skokom. Poku$ajte mijenjati kut odraza
i uvjerite se kako se duljina skoka znatno mijenja ukoliko se "pogrijesi" za koji
stupan;.

Razmislite zbog €ega je kut odraza vise nego dvostruko maniji od optimalnih 45°. <«

2.3.3 Inercijalni sustavi

Svaki problem pri kvantitativnom opisu zahtjeva definiranje opazaca, a uz njega i ko-
ordinatni sustav promatranja. Uzmimo primjer gibanje osobe koja hoda u vlaku koji se
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prema zemlji kree. Ukoliko promatrac sjedi u vlaku brzina osobe koja hoda ¢e biti raz-
licita od one koju ¢e opaziti promatrac koji stoji pored viaka koji se giba. Kazemo da oni
istu pojavu gledaju iz razli¢itih inercijalnih sustava. Fundamentalne relacije koje pove-
zuju kinematiku gledano iz dva inercijalna sustava koji se gibaju relativnom brzinom %,
glase:

7 =0—7, (2.9a)
7= — it (2.9b)

Dakle nepomicna toc¢ka u referentnom sustavu S’ se giba prema jednadzbi (2.9b)! Uz

-

Y (TN

Sv
8

@, 0’

Z b4

Slika 2.14: Inercijalni sustav S’ se giba brzinom o prema referentnom sustavu S. Vazno je naglasiti da
se rezultati fiziCkoga opisa promatrano iz bilo kojeg sustava moraju slagati.

to relacija (2.9a) nam daje veoma vazno pravilo za zbrajanje brzina ovisno o tome koji
opazac mijeri brzinu. Inercijalni sustavi ¢e biti posebno vazni kada uvedemo Newtonove
zakone koji vrijede upravo u inercijalnim sustavima i to svim. Rezultate koje dobijemo
opisom gibanja u jednom sustavu moraju biti povezani s rezultatima u drugom sustavu
jednadzbama (2.9a) i (2.9b).

Primjer 2.13 (Relativno gibanje). Brod plovi brzinom 12.5 km/h prema vodi u smjeru
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sjevera preko Siroke rijeke koja teCe jednolikom brzinom 4.00 km/h u smjeru zapad -
istok. Odredite:

1. brzinu broda koju opaza promatra¢ koji stoji na obali;

2. u kojem smjeru brod treba ploviti po rijeci da bi se za opazaca na obali kretao
to¢no u smjeru sjevera;

Slika 2.15: Da bi plovio okomito na tok rijeke kormilar broda treba usmijeriti kormilo pod odredenim kutom
& uzvodno.

Rjesenje Prvi dio zadatka je situacija u kojoj kormilar usmjeri brod prema sjeveru, a
to je smjer u kojem bi brod i plovio da voda miruje prema tlu. Zbog gibanja rijeke vy i
broda prema vodi v"; ukupna brzina vz koju mjeri opaza¢ koji gleda s obale je vektorski
zbroj u skladu s pravilom o zbrajanju brzina pri prelasku iz jednog u drugi inercijalni
sustav:

— —f —
B = Up + VR
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dakle gledano iz polarnog sustav:

vp =/ (Wp)? + (vr)? = /(125 km/R) + (400 km/h) = 131 km/h
Lok 400

= 177"
vJ’B 12.50

g =tan

U drugom problemu zadajemo referentni sustav vezan uz tlo i u njemu Zelimo da
brzina broda odnosno vektor brzine ima smjer toCno prema sjeveru. Obzirom da brod
plovi okomito na tok rijeke mozemo zakljuciti da je vektor brzine broda prema vodi 3
pod kutom 6 koji je podeSen na nacin da je komponenta brzine u smjeru toka istog
iznosa i suprotnog smjera od vektora toka rijeke v. Iz toga slijedi da je vektorski zbroj
brzina rijeke i broda upravo brzina kojom brod prema tlu plovi na suprotnu stranu®.
Iznos te brzine je prema Pitagorinom poucku:

va = /vy — vk = /(12.5km/h)? — (4.00 km/h)? = 11.8km/h

smjer kojim treba usmijeriti brod prema vodi slijedi iz jednostavne primjene trigonome-
trije:
# = arctan Z—j = arctan(llog) = 18.7°
-

Vidimo da pri 2D gibanju mozemo imati razliCite scenarije promjene brzine: pro-
mjena iznosa, promjena smjera i obje istodobno. Jedan od praktiCno vaznih primjera
je gibanje po kruznici brzinom stalnog iznosa: jednoliko kruZno gibanje. Vektor brzine
je prikazan na slici 2.16 i osim karakteristike da se duljina vektora ne mijenja tijekom
gibanja smjer mu je uvijek tangenta na kruznicu. Vrijeme potrebno za jedan krug 7' se
naziva period gibanja i povezan je s iznosom brzine na sljedeéi nacin:

27T
V= —
T
Pored predstavljanja gibanja u 2D Cartesiusovu sustavu moguce je, a ponekada je i
prikladnije, koristiti polarni prikaz kao na slici 2.17 pomocu kuta ¢ kojeg vektor polozaja

ostvaruje prema x-osi. Predznak kuta se obi¢no definira na nacin da je pozitivan kada

“Gledano iz referentnog sustava vezanog za tlo brod se ne kreée u smjeru toka rijeke.
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I~

Slika 2.16: Vektor brzine tijekom jednolikoga kruznog gibanja (vektori, tangencijalni na kruznicu).

se pomi¢emo suprotno kazaljkama na satu i obratno. Npr. to znaci da vektor polozaja
7/6 radijana ispod x-0si mozemo oznaciti s # = —= /6 ili ekvivalentno § = 27 — /6 =
117/6. Ovdje napominjemo da je u znanosti i inZenjerstvu uobiajeno kut mjeriti u
radijanima (ujedno Sl mjera za kut). Podsjetimo se na definiciju kuta u radijanima - dan
je omjerom duljine pripadnoga luka s i polumjera kruznice r:

0 [rad] = ; (2.10)

Uz ovu definiciju kut 360° odgovara omjeru opsega i polumjera kruznice, a to iznosi
(27r/r = 2m). Ovo nas upucuje na jednostavnu pretvorbu stupnjeva u radijane

T rad

180°

(kut rad) = (kut stupnjevi)

pa tako mozemo dobiti da je 1 rad = X ~ 57.3°. Jedna od vrlo vaznih relacija kod
gibanja po kruznoj putanji se dobiva iz definicije kuta u radijanima (naravno vrijedi samo
ukoliko kutove mjerimo u radijanima) za duljinu luka glasi:

s=rf (2.11)
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Ya

g UIS ..

\6’
7 COS X

Slika 2.17: Polarni koordinatni sustav.

Kada su u pitanju mjerne jedinice za kut pogled na (2.10) otkriva jednu vaznu znacajku,
a ta je da rad nije poput kilograma za koji imamo standard. Matematicki izraz predstav-
lia definiciju, a upuduje da je kut samo broj, dakle bezdimenzionalna veliéina®. Kako
bismo onda trebali gledati na stupnjeve ili radijane? Precizno je u ovim jedinicama vi-
djeti informaciju na $to se ovdje odnosi obi¢ni realni broj. Na neki nacin ove jedinice su
podsjetnik na znacenje broja i ono $to ponekada moze biti zbunjujuce je Cinjenica da
se u matemati¢kim izrazima rad zna javljati i bezrazloZno gubiti. Dobra praksa je i¢i s
algebarskim izrazima do kraja prije konaénog uvrstavanja konkretnih vrijednosti fiziCkih
veliCina. U tom sluCaju se relativno lako odredi pitanje kuta pogledom na prethodni
korak u izraCunu.

2.3.4 Kutna brzina

Prikaz gibanja po kruZnici u polarnom sustavu upucuje na zanimljivu moguénost defi-
niranja nove veliCine koja bi opisivala kut prebrisan u jedinici vremena, srednja kutna

brzina:
A
L W= i
Ova jednadzba je istovjetna definiciji brzine koju smo uveli u okviru 1D gibanja te je
analogno moguce definirati i trenutnu kutnu brzinu granicnim postupkom smanjenja

protekloga vremena At — 0. Jednoliko gibanje po kruZnici karakterizira nepromje-

SKut u radijanima je omjer dvije veli¢ine koje imaju dimenziju duljine pa uz standardno shvacanije predstavlja bezdimenzi-
onalnu velicinu.
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Slika 2.18: Standardni prikaz gibanja po kruznici s prikazom vektora brzine i osnovne znacéajke - brzina
ima smijer tangente na kruznicu.

njivost kutne brzine u bilo kojem vremenskom intervalu, a to je analogno jednolikom
1D gibanju po pravcu. Obzirom da je matemati¢ka jednadzba ista vrijede i analogni
rezultati:

1. kut prebrisan tijekom gibanja po kruznici odgovara povrsini ispod ¢ — w grafa

2. predznak kutne brzine moze biti i pozitivan i negativan ovisno konvenciji smjera
vrtnje

3 9(?5) =60+ wt

Slika 2.18 prikazuje osnovne znacajke gibanja po kruznici i prikladne fizickih veliCina
za kinematicki opis. Polozaj materijalne tocke Cije gibanje promatramo opisuje vektor
polozaja r"koji se pri kruznom gibanju vrti oko ishodista. Jednostavno je pokazati prema
(2.11) da vrijedi:

_As rAO A6 S Ox i (2.12)
_At_ At —’I‘At—’r’w V=W T )
Ovdje je zanimljivo primijetiti da brzina gibanja ovisi, a kutna brzina ne ovisi o polu-
mjeru kruznice. Upravo je u tome pogodnost kutne brzine jer opisuje kinematiku Cestica

v
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koje se "zajedno” vrte. Drugi izraz je zapis u vektorskom obliku koji daje vezu izmedu
smijerova pojedinih veli¢ina. Vektorsko mnoZenje je definirano tako da je smjer umno-
8ka okomit na ravninu zadanu vektorima koje mnozimo (ovdje &, 7) i odreden pravilom
desne ruke®. Kao smijer vektora ¢ kod kruznog gibanja se uzima os vrinje okomita na
ravninu kruznice. Smijer je takoder zadan pravilom desne ruke tako da prste zavrnemo
u smjeru brzine Gestice koja kruzi ¥ te nam smjer odreduje palac.

Izraz za ubrzanje koje uzrokuje promjenu samo smjera brzine v (ne iznosa) nazi-
vamo centripetalnim i glasi:
9
v
Bop = ——F = —W*F (2.13)
T
gdje je s 7" 0znacen vektor poloZaja materijalne tocke koja se giba po zakrivljenoj putaniji
polumjera r, a r je jedini¢ni vektor smjera od sredista zakrivljenosti prema materijalnoj
toCki (ovo ubrzanje odgovara crvenom vektoru na dnu doline prikazane na slici 2.19
usmjerenom prema sredidtu zakrivljenosti). U drugoj relaciji smo iskoristili i identitet iz

2.12).

& >
XN .. 7
N /| =F

Slika 2.19: Slika prikazuje malu kuglicu koja se giba unutar doline koja se sastoji od dvije ravne kosine i
kruznog dna. Plave strelice predstavljaju vektore brzine v, a crvene ubrzanja d. Primijetite kako tijekom
gibanja s jedne na drugu stranu odnos izmedu ove dvije veli€ine prolazi kroz sljedece faze (s lijeva na
desno): isti smjer,otklon smjera ubrzanja prema brzini, okomiti odnos, daljnji otklon smjera, suprotan
smijer.

Izlaganje u ovom poglavlju zavr§simo jo§ jednim zanimljivim razmi$ljanjem o prirodi
Richarda Feynmana iz njegove knjige "The Character of Physical Law" (6. predavanije):

"I am going to tell you what nature behaves like. If you will simply admit

8Postavimo li prste desne ruke u smjeru vektora @ te ih savijemo prema # (s manjim kutom) palac nam daje smjer .
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that maybe she does behave like this, you will find her a delightful, entrancing
thing. Do not keep saying to yourself, if you can possibly avoid it, ‘but how
can it be like that?” because you will get ‘down the drain, into a blind alley
from which nobody has yet escaped. Nobody knows how it can be like that."

Slijedi niz rijeSenih zadataka koji ilustriraju tehnike i teoriju vezanu uz kinematiku.

Primjer 2.14 (Kinematika 2D). Biciklist se giba po kruznici polumjera 20 m brzinom
20 m/s. Odredite centripetalno ubrzanje.

Rjesenje Izravno uvrStavanje u izraz (2.13) daje konaéni rezultat:

v*  (20m/s)?
N :—:—:2 2
Up = — 50 m 0m/s

<

Primjer 2.15 (Kinematika 2D). Automobil ubrzava jednoliko 0.400 ms 2 paralelno prema
cesti po kojoj se vozi. U isto vrijeme prelazi preko brijega koji je u presjeku dio kruznice
polumjera 630 m. U trenutku kada se nalazi na vrhu brijega kreCe se brzinom 8.80 m/s
horizontalno. Odredite akceleraciju automobila u tom trenutku (vektor).

Slika 2.20: Jednoliko gibanje po kruznici kao alat za analizu ubrzanog gibanja automobila pri prelasku
preko brijega.

Rjesenje Ovo je slucaj gdje u skladu s analizom sa stanovista polarnog prikaza vek-
tora ubrzanja istodobno postoji i tangencijalno i centripetalno ubrzanje tako da je ukupno
ubrzanje:

a = a, + ay
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Za pocCetak je potrebno odrediti iznos radijalnog (centripetalnog) ubrzanja koriStenjem
(2.13) tako da uz v = 8.80 m/s te r = 630 m dobijemo:
v? (8.80m/s)?

p=—— = = —0.12 é
. r 630m 0.123m/s

Sa slike 2.20 moZzemo, uzevsi u obzir podatak iz zadatka a; = 0.400 m/s* zakljuditi i
napisati:

a=1/a2+a? = +/(—0.123m/s2)2 + (0.400m/s%)? = 0.418 m /s
, L2
S R VT

a;  0.400

iz ovog rezultata je jasno vidljiva razlika dviju fizickih veli¢ine: brzine i ubrzanja. Brzina
je uvijek smjera tangente na putanju dok ubrzanje nema takvo ogranicenje. Tijekom
razmatranja sila moc¢i éemo se vratiti na ovaj primjer i opisati ga dinamicki sa stajaliSta
uzroka gibanja. <

f = tan

2.4 Zakoni gibanja

2.4.1 Koncept sile

Gotovo svi ljudi imaju osnovno razumijevanje koncepta sile iz svakodnevnog iskustva.
Kada udari§ loptu nogom djeluje$ silom na nju. Sli¢no tome, djelujemo silom na stol
kada ga guramo, na torbu kada ju podizemo s tla i slicno. U ovim je jednostavnim
primjerima pojam sile povezan s tjelesnom aktivnoSCu i promjenama brzine tijela. Tijelo
koje je mirovalo smo podigli - stavili u stanje gibanja. Sile ne uzrokuju uvijek gibanje.
Ako stanete uz zid zgrade i djelujete silom na nju kako bi ju pomaknuli neéete uspjeti -
brzina zgrade ostaje ista 0. Moze$ drzat torbu s ispruzenom rukom. Jasno osjecas da
djelujes silom da bi torba ostala nepomi¢na u zraku.

Jos je interesantnije kada baci§ kamen. Jasno je da se brzina kamena stalno mijenja
kao $to smo ve¢ analizirali u odjeljku 2.3.2. Postavlja se pitanje $to je tome uzrok? Sto
se dogada ukoliko vide sila istodobno djeluje na neko tijelo? Osnovni alat u kvantitativ-
noj analizi ovih pitanja opisujemo u sljede¢em odjeljku.
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2.4.2 Silai dijagrami slobodnog tijela

Zapocnimo s jednim sloZenijim primjerom popisivanja i ozna¢avanja sila u sistemu s
dva tijela. Ovo je ujedno najsloZenija situacija koju cemo razmatrati ovdje, a prikazuje
sve elemente koji se javljaju i kod sloZenijih primjera. Na slici 2.21 je prikazan tipican

Mg
+y~

Slika 2.21: Slika prikazuje jednostavan sistem - kosinu - na koju su postavljena dva tijela medusobno po-
vezana idealnom nerastezljivom niti. Desno od skice se nalaze analize dijagramima slobodnog tijela sila
koje odreduju gibanje sistema. Redom imamo It je napetost niti, F, je npr trenje klizanja, m, (M) g
je gravitacija.

dijagram slobodnog tijela (FBD) i situacija obzirom na sile koje djeluju na pojedina tijela.
U ovom koraku samo popisujemo koje sve sile djeluju na pojedino tijelo i predstavljamo
ih u odabranom koordinatnom sustavu. Da bismo kvantitativno opisivali gibanje ovo ¢e
biti prvi korak koji Cesto predstavlja probleme studentima jer se pojam sile u uobicaje-
nom govoru koristi, ali vrlo ¢esto na nepotpun i neprecizan nacin. Najvaznija okolnost
je navesti SVE sile koje djeluju na svako tijelo.

2.4.3 Newtonovi zakoni

Ovdje navodimo centralni rezultat istrazivanja Isaaca Newtona koja je objavio u jednoj
od najznacajnijih knjiga ikada napisanih djelo Philosophiae naturalis principia mathe-
matica (visi sliku 2.22) koje uvodi prvu sveobuhvatnu fizicku teoriju prirode klasi¢nu
mehaniku zasnovanu na preciznoj i rigoroznoj matematickoj formulaciji.

Newtonovi zakoni gibanja mogu se formulirati na razlicite nacine, ali uvijek imaju isti

43



2.4. ZAKONI GIBANJA POGLAVLJE 2. NEWTONOVI ZAKONI

smisao. Iskazi u ovom tekstu su uobitajeni u veéini standardnih izvora’ (nisu doslovni
prijevod Newtonovog teksta s latinskog, ve¢ su prilagodeni pedago$skom objasnjeniju
koji je povezan sa znanjima koja se stje€u tijekom obrazovanja). Pojmovi "gibanije tijela",
"brzina tijela" i "ubrzanje tijela" odnose se na centar masa tijela® .

1. zakon (Zakon inercije): Svako tijelo ostaje u stanju mirovanja (statiCka ravnoteza)
ili jednolikoga gibanja po pravcu (dinami¢ka ravnoteza) ukoliko je ukupni vektorski
zbroj vanjskih sila nul vektor.

2. zakon (Temeljni zakon gibanja). Prvo iznosimo opéeniti matematicki iskaz drugog
zakona izraZzen vremenskom promjenom koli¢ine gibanja p koji ima sljedeci oblik:
F== (m?) (2.14)
Razmotrimo sada Cest slu¢aj gdje se tijelima ne mijenja masa tijekom gibanja. Ma-
tematiCki iskaz drugog zakona u tom slu¢aju se dobije iz prethodnog koristenjem
uobi¢ajenih pravila diferencijalnog racuna te ima poznati oblik:
dp  d(mv) dv

3. zakon (Zakon akcije i reakcije): Ako jedno tijelo djeluje silom na drugo tada i to
drugo tijelo djeluje silom istog iznosa, suprotnog smjera na ono prvo. Te dvije sile
leZze na istom pravcu i predstavlja nacelo kod medudjelovanja dvaju tijela da se
sile uvijek javljaju u paru (jednu od njih, najcesce proizvoljno, nazivamo akcijom, a
drugu reakcijom).

Ovako formulirani zakoni se odnose na materijalne toCke i centar mase tijela u sto
¢emo se uvjeriti primjenom ovih zakona na protezna tijela i posebno vaznu idealizaciju
koju nazivamo kruto tijelo (ono kojem se ne moze promijeniti oblik). Tada éemo uvesti
i opis vrtnje tijela kao sloZzenog kolektivnog fenomena zajedniCkog gibanja mnostva
materijalnih ¢estica.

’Ovdje je prilagoden vrlo dobar opis dostupan na https://hr.wikipedia.org/wiki/Newtonovi_zakoni_gibanja.

80vako formulirani zakoni vrijede samo za brzine puno manje od brzine svjetlosti (tzv. nerelativisticka aproksimacija). Bez
obzira na to gotovo svi inZenjerski sistemi na Zemlji pripadaju ovoj klasi problema, a relativisticka korekcija je daleko manja
od pogresaka mjerenja.
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Slika 2.22: Naslovna stranica prvog izdanja Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. iz 1687.god.
koja je osvjetlila zakone koji upravljaju univerzumom egzaktnim matematickim jezikom koji je takoder
formuliraio sam Newton.

1. napomena: ne moze se dovoljno naglasiti presudnu vaznost Cinjenice da je sila F
na lijevoj strani 2. N. z. (2.14) UKUPNA sila na tijelo, dakle vektorski zbroj svih sila
koje na njega djeluju. Njih dobivamo realizacijom to¢nog FBD-a (vidi 2.4.2).

2. napomena: bilo da sila ne djeluje ili je njihov vektorski zbroj nul vektor, prema 2.
Newtonovom aksiomu tijelo ne ubrzava tako da je u stanju mirovanja ili jednolikog
gibanja po pravcu. To navodi na pomisao da bi se moglo smatrati kako je prvi
aksiom (zakon inercije) sadrzan u drugom aksiomu (zakonu gibanja) kao njegov
poseban slu¢aj. 1. N. z. navodi se izdvojeno jer Newton prvim aksiomom na-
gladava Galilejeve spoznaje (eksplicitno navodeci doprinos) kojima se znanost tog
vremena raskida sve veze s zabludama Aristotelove fizike koja dominira akadem-
skim prostorom gotovo dva tisuclje¢a (osnovna pogreska da je sila potrebna da bi
se odrzalo jednoliko gibanje). Drugi (i vazniji) razlog je to sto 1.N.z. predstavlja
temelj za definiranje tzv. inercijalnih sustava (sustava koji se relativno gibaju jed-
nolikom brzinom) i u kojima vrijedi 2. N. z. Upravo tako definirani referentni sustavi
predstavljaju polaziste formulacije ostalih aksioma i drugih zakona klasicne fizike
koji u njima vaze®.

°Drugim rijeéima, gore iskazani zakoni ne vrijede u neinercijalnim sustavima, npr poput onih koji se vrte - vrtuljak u parku.
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Analizirajmo sada vrlo zanimljiv slu¢aj sa stanovista primjene Newtonovih zakona:
gibanje automobila tijekom prolaska zavojem na cesti s nagibom. Neka je r polumjer
zakrivljenosti zavoja, s koeficijent stati¢kog trenja (poprima vrijednosti od 0 do mak-
simalne, sila se samoprilagodava do pocetka klizanja). Uz oznake kao na slici 2.23 iz

mg

Slika 2.23: Voznja kroz zavoj cestom s nagibom. U ovom slu¢aju odustajemo od uobiCajenog izbora
koordinatnog sustava, a to je postavljanje jedne osi duz kosine. Ovdje je izbor pao na smjer centripetalne
sile.

FBD-a mozemo, obzirom na zadani koordinatni sustav, napisati 2. N. z. u komponen-
tama:

2

ZFT = ;N cos@ + Nsinf = mv—
.
> F,=Ncosf— p,Nsinf —mg =0 (2.16)

gdje prvi izraz predstavlja radijalnu (centripetalnu) silu u smjeru osi +z, a druga dina-
miCku ravnoteZzu u smjeru osi y. Ovdje smo zadali uvjete da se jedino mijenja smjer
brzine i to prema uvjetima JKG-a, dakle gibanje stalnim iznosom brzine u horizontalnoj
ravnini i mirovanje u vertikalnom smjeru (os y).
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Izrazimo li normalnu silu NV iz druge jednadzbe:
W=t

cosf — jiss8in @
te ju uvrstimo u prvu dobijemo nuzan uvjet koji povezuje iznos brzine, kut nagiba ceste
i koeficijent statickog trenja:

9 sinf + ugcosf
muv- = rmg

cosf — pigsinf

Sada je potrebno razdvoijiti konacéni rezultat obzirom na iznos koeficijenta statickog tre-
nja p, 1 iznosa brzine gibanja. Naime na slici 2.23 sila trenja fg je usmjerena niz kosinu
§to odgovara situaciji kada smo blizu maksimalne brzine pri kojoj je moguée ostvariti
uvjete iz (2.16). Pitanje minimalne brzine je slozenije i pri malim brzinama smijer sile
trenja je suprotan.

; B Tsin9+,uscosf9_ . tan @ + g
e gcosH — Jis Sin @ N gl — pugtand

Umin = 0 Hs = tan(@)

sinf — pg cos @ tan @ — g
min — : = rg—m—— 0< < < tan 0 217
Vi \/TgcosﬂJr,ussmH \/ gl+ﬂstanﬂ = i () ( )

Za brzine bliske v,,,, sila statiCkog trenja je usmjerena niz kosinu, a za male brzine
imamo kao prvo grani¢ni slucaj mirovanja na kosini, analiza u zadatku (2.23), koji pred-
stavlja uvjet da automobil ne proklize niti u sluaju kada ima brzinu v = v,,;,, = 0. Za
dani nagib ceste maksimalno statiCko trenje dovoljnog maksimalnog iznosa osigurava
kvantitativni uvjet napisan uz drugi redak jednadzbi (2.17). U suprotnom za dostupno
stati¢ko trenje postoji grani€ni kut 6. = arctan(u,) iznad kojeg automobil klize niz ko-
sinu ukoliko se ne vozi barem brzinom v,,;, iz treCeg retka jednadzbe (2.17). U tom
slu€aju staticko trenje ima smjer prema vrhu kosine i opire se klizanju prema dnu (na-
ravno sve do proklizavanja automobila kada prelazi u trenje klizanja).

Primjer 2.16 (Zakoni gibanja). Kolika je (stalna) minimalna sila potrebna da bi se auto-
mobil mase 1200 kg iz mirovanja doveo do brzine od 100 km/h za 8.0 s?

Rjesenje Krec¢emo od opazanja da se u ovom slu¢aju radi o 1D gibaniju tijela koje ne
mijenja masu tako da mozemo iskoristiti najpoznatiji oblik 2. Newtonova zakona:

Av  100/3.6 —0m/s
At 8.0-00s
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Ny

FBD

e |

—_
mqg
Slika 2.24: Dizalo i analiza sila koje djeluju na njega tijekom gibanja s FBD.

ovdje smo u racunanju ubrzanja iskoristili otprije poznati faktor pretvorbe jedinica za
brzinu km/h — m/s. Konaéno:

F; = ma = (1200 kg)(3.5m/s*) = 4200 N

Konaéni rezultat je zaokruzen na dvije znacajne decimalne znamenke. |

Primjer 2.17 (Zakoni gibanja). Dizalo, obje$eno na Celi¢no uze, ubrzava prema gore.
Odredite sile i nacrtajte dijagram slobodnog tijela. Sto se mijenja ako bismo uzeli u
obzir i masu uzeta?

Rjesenje Obzirom da je problem 1D koristimo odabir sustava kao na slici 2.24 te
oznacavamo dvije sile koje djeluju na dizalo: napetost uzeta T gravitacijsku silu za
koju smo uvrstili i izraz preko ubrzanja g. Ako lift ubrzava prema gore vektorski zbroj
ove dvije sile je pozitivan i rezultantna sila je prema gore.

Ako bismo uzeli u obzir i masu uzeta trebali bismo masu dizala uvecati za taj iznos.
-4

Primjer 2.18 (Zakoni gibanja). Ako je maksimalna sigurna napetost &elicnog uzeta
dizala max. mase 1200 kg 14 kN odredite maksimalno sigurno ubrzanje pri gibanju
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1. prema gore.
2. prema dolje.

Rjesenje Kre¢emo od FBD prema slici 2.24 i formuliramo 2. Newtonov zakon uvaza-
vajuéi zakljuéak iz prethodnom primjera da problem mozemo promatrati kao 1D slucaj:
Tmaz —mg (14000 N) — (1200 kg)(9.80m/s%)

m B 1200 kg

1. Nakon izratuna dobivamo da je sigurno ubrzanje a < 1.87m/s”.

2. Pri ubrzanju prema dolje napetost niti pada ispod tezine tereta te je sve manja
kako je ubrzanje vece pa prema tome nema ogranicenja.

<

Primjer 2.19 (Zakoni gibanja). Pak za hokej mase 0.30 kg klizi po ledu prakti¢no bez
trenja. U jednom trenutku dva hokejasa udare pak istodobno tako da na pak djeluju
silama iznosa 5.0 N pod kutom § = —20.0° i 8.0 N pod kutom # = 60.0° u odnosu na
gibanje prije udarca. Odredite iznos i smjer ubrzanja Kakva sila mora biti od udarca
treceg hokejasa pa da se pak nastavi gibati kao i prije udarca?

Rjesenje Ovo je primjer gdje na tijelo djeluju 2 sile istodobno, a problem mozemo
smatrati 2D sluc¢ajem. Da bismo odredili ubrzanje potrebno je izracunati ukupnu silu
koja djeluje na pak koji netom prije udarca giba jednoliko (stalnom brzinom). Najjednos-
tavnije je izracun obaviti u 2D Cartesiusovom koordinatnom sustavu gdje smjer poCetne
brzine zadaje x-0s pa tako za x komponentu imamo:

F, = Fi,+Fy, = Fycos(—20°)+F, cos(60°) = (5.0 N)(0.940)4(8.0 N)(0.500) = 8.7 N
i analogno za y komponentu:
F, = F+Fy, = F sin(—20°)+F,sin(60°) = (5.0 N)(—0.342)+(8.0 N)(0.866) = 5.2 N

Ubrzanje mozemo dobiti u vektorskom obliku uz izravnu primjenu 2. Newtonova za-
kona:
Be By 87N ., bH2N |

g ="Lz+4+ L= = (29m/s%) 3 + (17m/s%)j
O= T Y = 030k T 0s0kg) — BOM/S)E+ (T[N

Iznos ubrzanja i kut prema z 0si su:

a=+/(29m/s?2 + (1Tm/s2)2 = 34m/s® 6 =tan ' —L = 30°

Ay
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(a) (b)

Slika 2.25: (a) Atwoodov padostroj. (b) dijagrami slobodnih tijela (FBD) na temelju kojih moZemo napisati
vezane jednadZbe gibanja oba tijela.

Da bi se ostvarilo stanje u kojem se pak giba jednoliko i nakon udaraca palicama
tre€i hokejas mora djelovati na pak silom koja je istog iznosa i suprotnog smjera. Time
se osigurava da je ukupna sila na pak nul vektor, a to je upravo uvjet da se pak nastavi
gibati jednoliko. Sila tre¢e palice je:

By=— (ﬁl + ﬁg) — —(8.7N)i — (5.2N)j

<

Primjer 2.20 (Zakoni gibanja). Atwoodov padostroj je sistem prikazan na slici 2.25.
Odredite ubrzanje i opiSite gibanje tijela 1 i 2, ako su povezana idealnom nerastetljivom
niti preko bezmasene koloture . Ovaj problem je i jedna od laboratorijskih vjezbi.

Rjesenje Ovo je prvi primjer problema dva tijela koja medudjeluju. Slika 2.25 nam
omogucava da napiSemo jednadzbe gibanja za svako tijelo posebno koje u vektorskom
obliku glase: . .

Fliop = T1 + m1g = mya;

Foror = To 4+ mog = mads
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Ovdje analizom mozemo ustanoviti da iako je ovo ocito viSedimenzionalan problem
svako tijelo obavlja 1D gibanje pa se gornje jednadzbe znatno pojednostavljuju. Dobi-
vamo sustav 2 jednadZbe s 4 nepoznanice:

Fliot =11 — myig = miay

Fotor = 1o 4+ mog = maas

gdje smo uzeli u obzir da je pozitivni smjer za svako tijelo (zaseban 1D sustav) kao
na slici 2.25. Ovakav matematiCki problem ima beskona¢no mnogo rjedenja i prema
tome iako daje odredenu informaciju o gibanju u sistemu ne daje Zeljeni jednoznacni
odgovor. Korak blize Zeljenom jedinstvenom rjeSenju smo ako primijetimo da je prema
uvjetima u zadatku ubrzanje oba tijela isto. Razlog je u povezanosti nerastezljivom niti.
Prema tome moZemo staviti a = a; = as. Primjenom ovog geometrijskog ogranitenja
smo smanijili broj nepoznanica za jedan iz Cega slijedi da jo§ uvijek sustav linearnih
jednadzbi ima beskonacno mnogo rieSenja. Sljedeca informacija dolazi primjenom 3.
Newtonova zakona koji kaze da, ako jedno tijelo djeluje nekom silom na drugo tada i
ovo drugo djeluje na prvo silom istog iznosa i suprotnog predznaka. U ovom slucaju
tijela djeluju jedno na drugo preko napetosti u niti pa mozemo definirati T'= T, = —T5
te kona¢no imamo linearni sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

T —mig =mia
=T + mag = maa

Zbrajanjem ove dvije relacije dobivamo:

me — My

Mog — M1g = mia+ moa = (Mg +me)a = a = (2.18)

m1 + mao

Ovdje smo dobili i nesto §to obiljezava Newtonovu mehaniku vise medudjelujuéih Ces-
tica, naime ubrzanje sistema kao cjeline jednako je omjeru ukupne vanjske sile na
sistem koja je ovdje (mg — my)g i ukupne mase m; + my. Sada mozemo odrediti i
napetost niti uvrstavanjem ubrzanja u bilo koju jednadzbu s 7"

2m1m2

T =
mi + Mo

Primijetimo da u slu¢aju da su obje mase iste a = 0, dakle gibanje je jednoliko, a
ako je jedna masa znatno veca od druge imamo za m; > ms a = —g slobodni pad.
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Ovaj problem ¢emo jo$ jednom analizirati na drugi nacin u primjeru 3.3 na strani 68 pri
¢emu ¢emo na drugi nacin dobiti istovjetan rezultat (3.12). <

Primjer 2.21 (Zakoni gibanja). Automobil teZine 15000 N se Slepa na uzbrdici 20 stup-
njeva stalnom brzinom. Ukoliko je trenje zanemarivo procijenite da li je Slep-uze ugro-
zeno kidanjem ukoliko moze podnijeti maksimalnu silu 6000 N?

Yy

T

Slika 2.26: Slika prikazuje jednostavan sistem - kosinu - na koju je postavljen automobil kojeg se $lepa
uzetom napetosti T'.

RjeSenje Na slici 2.26 koja predstavlja FBD u ovoj situaciji 1. Newtonov zakon nam
daje sljedece izraze:

Fy:Ty+Ny+Gy:U

Sa slike mozemo izravno ocitati sljedece vrijednosti

T,=T y = 0
N, =0 N, =N
G, = —Gsin(a) G, = —Gcos(a)

Sada mozemo pojednostaviti jednadzbe za sile:
0=T—Gsin(a)
0= N — Gcos(a)

Odavde izravno moZzemo dobiti:

T = mgsin(a) = (15000 N)sin(20°) = 5100 N
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te zakljuCujemo da se radi o sigurnom Slepanju jer je T' < 6000 N. -

Primjer 2.22 (Zakoni gibanja). Automobil stane uz zaustavni put od 70 m uz pocetnu
brzinu 80 km/h. Odredite koeficijent kinetickog trenja ukoliko su ko¢nice potpuno bloki-
rale kotace.

Rjesenje Izravnom primjenom izraza za silu kod kineti¢kog trenja i Cinjenice da je ta

sila stalna dobivamo:

2
Up
Fy = ppymg = ma = m—

25
Odakle se dobiva rezultat 1, = 0.36 -

Primjer 2.23 (Staticko trenje). Automobil ostaje mirovati ukoliko je zakoCen na kosini
od 45 stupnjeva. Koliki je minimalni koeficijent statiCkog trenja guma i podloge?

RjeSenje Situacija je identicna kao na slici 2.26 samo umjesto napetosti 7" imamo silu
statickog trenja Fs.
Fg = usN = psmgcos(d)
Prema slici uvjet mirovanja iskazujemo jednadzbom da je ukupna sila u smjeru osi x
nula:
0 = Fg —mgsin(f) = pusmgcos(d) —mgsin(0)

dakle je
ps = tan(f) = 1.0

<]

Primjer 2.24 (Zakoni gibanja). Karlo gura drvenu kutiju mase 50 kg po lakiranom
parketu stalnom brzinom 2.0 m/s. Odredite silu guranja ukoliko je koeficijent trenja
klizanja s povr§inom 0.20. Ako Karlo prestane gurati koliko ¢e se dodatno otklizati
kutija?

Rjesenje Polazimo od ¢injenice da je gibanje jednoliko - stalnom brzinom §to znadi
da je ubrzanje odnosno ukupna sila na kutiju nul vektor sve dok ju Karlo gura. Ovu
¢injenicu matematicki mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

by =0=F,—F}
F,=0=N-G=N-myg
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Uzmemo li u obzir relaciju za trenje klizanja Fj, = ;N = ppmg dobivamo iz uvjeta na
X OSi:
E, = F, = upmg = (0.20)(50 kg)(9.80m/s*) = 98 N

U drugom dijelu zadatka Karlo prestaje djelovati silom te viSe ne mozemo tvrditi da
je ubrzanje nula pa jednadzbe 2. Newtonova zakona glase:
Fr =0- Fk? = Mday
Fy=N-G=N-mg=0

sve ostalo je identi¢no kao u prvom dijelu zadatka tako da imamo:
—Fy = —prmg = ma, ay = —jirg = —1.96m/ s

Ovaj rezultat upuéuje da se radi o JUG, usporavanju (negativan predznak). Da bismo
odredili prijedeni put x; do zaustavljanja mozemo iskoristiti relaciju koja povezuje ubr-
zanje, pocetnu i konaénu brzinu:

2 _ .2
v = v, + 2as

koja u ovom slu¢aju ima oblik:

V2, B (2.0m/s)?

R — 1.
20, 2(=1.96m/) 0™

2
0 = vy, + 2a,4 P =

<

Primjer 2.25 (Zakoni gibanja). Automobil mase 1500 kg vozi jednoliko brzinom 30
m/s. Vozac naglo poéne kociti uz koeficijent trenja 0.80. Odredite zaustavni put ukoliko
se vozi po horizontalnoj cesti, usponu 10 i nizbrdici 10 stupnjeva.

Rjesenje Ovajzadatak je slican drugom dijelu u prethodnom uz dodatnu komplikaciju
da se zaustavljanje odvija na kosini. Pored ove geometrijske znacajke dinamicki je sve
identi¢no: imamo iste sile i JUG tako da ¢e postupak biti slican. Na osnovu FBD-a
napisimo 2. Newtonov zakon za automobil:

F, =N, + G, + F;, = 0—mgsin(f) — upmg cos(f) = ma,
F,=N,—Gy=N —mgcos(d) =0
Fy = uN
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Druga i tre¢a relacija N = mg cos(#) sunam omogucile pojednostavljenje prve tako da
imamo jednu jednadzbu s jednom nepoznanicom:

a; = gsin(0) — pgcos(0) = —g(sin(0) + px cos(f))

Analogno prethodnom zadatku imamo:

2
Vip

2g(sin(f) + pu. cos(f))

2
0 = vy, + 20,7, By =

tako da koriste¢i ovo opée rieSenje uz konkretne podatke imamo sljedece vrijednosti
zaustavnog puta:

48m 6 =10°
Ts=45Tm 6=0
Tom B = —10P
koji jasno pokazuju opasnost od prebrze voznje nizbrdo. <

Primjer 2.26 (Zakoni gibanja). Duvije kutije mase 8.0i5.0 kg povezane su vrlo laganom
nerastezljivom niti uz rampu pod kutom od 37 stupnjeva tako da teza kutija okomito visi
preko idealne koloture. Trenje klizanja je dano koeficijentom p;. = 0.20. Koliko je
ubrzanje sistema kutija, a kolika je napetost niti?

Rjesenje Zadatak je opisan u odjeljku koji se bavi FBD-om, a prikazan je na slici 2.21.
Kao i u prethodnim zadacima na temelju FBD-a implementiramo jednadzbe gbanja
za svako tijelo posebno. Kao i u zdadatku 2.20 odmah ¢emo primijeniti geometrijsko
ograni¢enje da je ubrzanje oba tijela isto! Takoder na isti nac¢in je 7' = —T7" U skladu s
oznakama na slikama 2.21 sredin i desno imamo:

F,=T—-G,—F,=T—mgsin(a) — F,=ma F.=0
F,=N-Gy=N —mgcos(a) =0 F,=-T+Gy=-T+Mg= Ma
Fip = peN

Za tijelo m mozemo iz jednadZbe za smjer y osi odrediti normalnu silu N te uvrstiti u
jednadzbu za smjer x osi ¢ime smo dobili sistem dvije jednadzbe s dvije nepoznanice
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koje mozemo zbrojiti:
T — mgsin(a) — pupmg cos(a) = ma
T+ Mg= Ma
Mg — mg[sin(a) — py cos(a)] = (m + M)a
M — m[sin(a) — pu, cos(a)]
m+ M

@=g

Preostaje samo uvrstiti zadane podatke u gornji rezultat:

(8.0kg) — (5.0 kg)[sin(37°) — 0.20 cos((37°))]

a = (9.80m/s") (5.0kg) + (8.0kg)

= 3.2m/s

Sada mozemo izraCunati i napetost niti:
T =M(g—a)=(8.0kg)[(9.80m/s*) — (3.2m/s?)] = 53N
¢ime je zadatak rijeSen.

Primijetimo da izraz za ubrzanje a ovisi o kutu « tako da pri poveéanju prema 90°
(povecavamo nagib kosine) postaje identi¢an rezultatu za Attwoodov padostroj iz pri-
mjera 2.20:

M — m[sin(a) — py. cos(a)] M—-m[l—pu-00 M-m

G=d m+ M —9 m+ M :M—l—mg

<

Primjer 2.27 (Zakoni gibanja). Vozilo se krece zavojem koji je nagnut pod kutom od
20° uz polumijer zakrivljenosti r=100 m. Kolika je brzina vozila ukoliko je bocna sila
stati¢noga trenja na gume to¢no nula?

Rjesenje Odgovarajuéi izraz se dobije iz jednadzbe (2.17) ukoliko u opéem izrazu
stavimo pg = 0 jer ta situacija odgovara trenju 0.

= /7 g tan(f) = \/(100m) (9.80m/s2) tan(20°) = 18.9m/s

FBD u ovoj situaciji je jednostavnija varijanta (2.16) i uz iste oznake kao na slici 2.23
imamo:

va

Nsin(#) =

0 = Ncos(f) —mg

r
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Nepoznate veli€ine su N i v. Kako ovdje raCunamo v najlakSe je podijeliti ova dva izraza
i eliminirati N te kona¢no dobivamo u skladu s (2.17)

v? = gr tan(f)

<

Primjer 2.28 (Zakoni gibanja). Avion izvodi vertikalni luping po radijusu 1200 m kons-
tantnom brzinom od 200 m/s. Odredite silu kojom pilot mase 80 kg pritiSCe sjediste na
dnu luka!

Rjesenje Ovdje imamo slucaj JKG pri kojem je kruZnica vertikalno postavljena tako
da je uz uzgon zraka potrebno uzeti u obzir i teZinu. Da bi se pilot odrzavao pri ovakvom
gibanju na njega kao normalna sila N djeluje sjediste u avionu. Ukupna silai2. N. z. u
ovom slucaju glase (samo na dnu luka tijekom lupingal):

2 : 200 3
N—mg="" = N=mg+"= = (80kg) (ﬁ%) = 3451 N

Dakle tezina koju osjeca pilot je 4.4 puta veca od one kad mirno stoji na zemlji. Raz-
mislite §to je s tezinom u vrénoj, najvisoj, tocki lupinga? <
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Poglavlje 3

Zakoni ocuvanja

"Man’s rational nature looks to find some presiding genius or logical prin-
ciple behind, and giving consistency to, these decisions—a god of justice, a
law of nature, etc. But such is not easily found even in these days, and the
discovery is fragmentary. The English common law consists of half a dozen
obvious propositions, but unfortunately no one knows what they are."

- Judge Dowdall, prezentacija na Centenary Meeting of the British Associ-
ation for the Advancement of Science u svom ¢lanku "The Psychological Ori-
gins of Law," (1931)

3.1 Impuls sile i koli¢ina gibanja

Sudar ili sraz je kratkotrajno medudjelovanije dva tijela pri kojem se udaljenost smanjuje,
a zatim povecava'. To je ujedno jedan od najznadajnijih fizikih fenomena u svemiru.
PreteZzna koncentracija tvari u svemiru je u zvijezdama, u stanju tvari koju nazivamo
plazma, a tamo se odvija nezamisliv broj sraza izmedu cijelog spektra razli¢itin estica
dominantno upravljan znacajkama koli¢ine gibanja. Fizika koju ovdje uvodimo na pri-
mijerima iz nase neposredne okoline je neopisivo univerzalna - upravlja procesima od
pojava na subatmoskoj, atomskoj i na kraju kozmickoj skali. Elegancija je u tome da os-

'0Osim u slu&aju savreno neelastiénog sraza kojeg cemo promatrati posebno kao graniéni sluéaj pri kojem se dva tijela
" = "
sljepe".
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novni matematicki izrazi ostaju gotovo nepromijenjeni u svim slu¢ajevima. Razmatranja

Slika 3.1: Snimka deformacije loptice tijekom sraza s batom (izvor: UMass Lowell Baseball Research
Center).

u ovom poglavlju zapocCinjemo promatranjem djelovanja sile na tijelo tijekom odredenog
vremena. Primjeri takvih procesa su svugdje oko nas, a na slici 3.1 koja je nacinjena
posebnom kamerom koja obavlja veliki broj snimki po sekundi tako da se moze razlugiti
proces djelovanja sile na lopticu koja se nasem "sporom" i grubom oku ¢ini trenutnom.

3.2 Ocuvanje koli¢ine gibanja

Odnos impulsa sile i koli¢ine gibanja izveden iz 2. Newtonova zakona je samo reformu-
lacija na drugi nacin opisa dinamike jedne Cestice. Ukoliko imamo viSe Cestica koje me-
dudjeluju Newton je teoriju u€inio konzistentnom i primjenjivom na problem vie Cestica
formulacijom 3. zakona - principa akcije i reakcije. Rezultat i pravi sadrzaj tog zakona
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je njegova posljedica zakon ocuvanja kolicine gibanja koji predstavlja jedan od funda-
mentalnih zakona prirode. Sadrzaj ovog zakona se moze proanalizirati na primjeru 2
Cestice gdje je moguce sagledati fiziCki sadrzaj matematickih izraza.

Promotrimo dinamiku sistema dvije Cestice koje medudieluju silama proizvoljne slo-
Zenosti. 2. Newtonov zakona glasi:

= Ap
FZnal = E
s Ap:
Fl na2 — %
zbrajanjem ovih izraza dobivamo:
FQnal"'FlnaQ:Ttl‘l'T;
gdje mozemo uociti da je prema 3. Newtonovu zakonu Fopat = —Fi a9, @ to znati da
je lijeva strana izraza nul vektor pa dobivamo:
~  Apt  Apy
0=—+—/ - (At
at T A/ &Y

odakle slijedi:

0= (Ap) + (Af) = (7, — p1) + (7 — 7a)
gdje smo s crticom oznacili vektore koli¢ine gibanja na kraju promatranog vremena At.
Jednostavno preuredenje izraza na nacin da s lijeve strane jednakosti imamo koliCine
gibanja na pocetku, a na desnoj na kraju promatranog intervala vremena dobivamo:

pL+ Do =D + P (3.1)

§to predstavlja zakon ocuvanja kolicine gibanja (ZOKG) u slucaju dvije Cestice jer se
ukupna koli¢ina gibanja ne mijenja tijekom proteka vremena. Ukoliko ovo razmatranje
uzastopno primijenimo na niz intervala At vidimo da zakon nije ograni¢en na kratko
vrijeme vec vrijedi uvijek. Vazno je primijetiti da se tijekom razmatranja nismo oslanjali
na niti jednu posebnost sila medudjelovanja. Bez obzira kako komplicirano bilo medu-
djelovanje koje opisujemo silama izmedu Cestica zakon vrijedi bez obzira na prirodu
sila. Takoder ukupna vanjska sila na bilo koju ¢esticu mora biti nul vektor $to obi¢no
iskazujemo da je sistem izoliran.
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Bez dokaza® navodimo opéeniti iskaz zakona oduvanja kolicine gibanja koji iskazu-
jemo vektorskom jednadzbom:

Pot = 1+ o+ ... + v = konst. (3.2)

koji vrijedi za bilo koji broj Cestica i ne ovisi o vrstama sila medudjelovanja izmedu
Cestica, a mozemo ga iskazati sljedeCom tvrdnjom:

Teorem 3.2.1. Ukupna kolicina gibanja izoliranog sistema je vektorska konstanta. Me-
dudjelovanje unutar sistema ne mijenja ukupnu kolic¢inu gibanja.

Mozemo konstatirati da je duboki smisao 3. Newtonova zakona iskaz zakona ocuva-
nja koli¢ine gibanja u kontekstu ostalih zakona gibanja, a obzirom na duboku vaznost i
univerzalnost ovog rezultata mozZzemo samo nagadati o veli€ini imaginacije ovog velikog
fizicara i znanstvenika 17. stolje¢a. Bez dokazivanja navodimo jo$ jedan vazan rezultat
koji éemo koristiti u primjeni Newtonovih zakona na sisteme Gestica i posebno na kruto
tiielo (F, ,.; 0znatava vanjsku silu na esticu i u sistemu):

— — — — Ap;()f
F‘v.nal ~+ E}.naQ T suem » E}.naN = E;fot =

(3.3)

Dakle, brzina promjene ukupne koli¢ine gibanja je jednaka vektorskom zbroju
svih vanjskih sila na sistem, a izraz (3.2) mozemo smatrati specijalnim slu¢ajem (3.3)
kada je vektorski zbroj vanjskih sila na sistem nul vektor.

Primjer 3.1 (OCuvanje koli¢ine gibanja). Raketa je lansirana uspravno i u trenutku
kada dostigne visinu od 1 000 m pri brzinu 300 m/s, eksplodira u tri fragmenta iste
mase. Jedan fragment nastavlja gibanje uspravno brzinom 450 m/s nakon eksplozije,
a drugi istocno brzinom 240 m/s. Odredite brzinu treceg fragmenta 3y (3D vektor).

Rjesenje Kako je eksplozija "pravedno” raspodijelila masu svaki od tri fragmenta ima
masu M /3. Ukupna pocetna koli¢ina gibanja je dana s:

p, = Mi, = M(300m/s)j

2Opéeniti dokaz je samo nesto tehnicki sloZenija varijanta prezentiranog slucaja dvije éestice i moze se pronadi u literaturi
[3-
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Nakon eksplozije ukupna koli¢ina gibanja je:

M M M
Dk = 3(240 m/s):f? I 3(450 m/s)g} T §63f~|>

Kako nam vrijedi ZOKG (3.2) vrijedi p, = p. imamo:

M M M i
22 (240m/s)i + — (450 m/s)j + =3 = M(300m/s) / x =
3 3 3 M
§to predstavlja sustav tri jednadzbe s tri nepoznanice koji ima kao rje$enje:
Ugp = (—240m/s)T + (450m/s)y
-

Primjer 3.2 (Impuls sile). U posebnom "crash" testu automobil mase 1500 kg udara
u zid. PoCetna i kona¢na brzina su redom ¢, = (—15.0m/s)z i v} = (2.60m/s)z. Ako
sudar traje 0.150 s ocijenite impuls te prosjecnu silu na automobil.

Rjesenje Zapocetak cemo se ograniciti na odredivanje samo sile koju zid u koji vozilo
udara uzrokuje. Ovo je obi¢no vrlo dobro priblizenje obzirom da su ostale horizontalne
sile u ovakvim procesima obi¢no znatno manje.

Za koli¢inu gibanja automobila prije i poslije sudara moZzemo staviti:

7, = mi, = (1500 kg) (—15.0m/s)# = (—2.25 x 101 kg2)s
S

B = m = (1500 kg)(2.60m/s)& = (0.39 x 10* kg )i
Sada mozZemo odrediti impuls sile: i
[=<Fu> At=Ap=p—p,=
(0.39 x 10 kg?):ﬁ — (—2.25 x 10* kg%):f: — (2.64 x 10* kg?)aﬁr
Srednja sila kojom je zid djelovao na automobil je:

Ap  (2.64 x 107 kg™)

ﬁm’ - -
< Hzid > = Ay 0.150 5

# = (1.76 x 10° N)z

Zanimljivo je promotriti situaciju u kojoj je sraz savr§eno neelasti¢an tako da se auto-
mobil ne odbije od zida. Da li je u tom slucaju sila kojom zid djeluje na automobil veca ili

63



3.3. OCUVANJE MEHANICKE ENERGIJE POGLAVLJE 3. ZAKONI OCUVANJA

manja. Ukoliko analiziramo situaciju sa stajaliSta Newtonovih zakona jasno je da u tom
slu¢aju dovoljno je da sila zida samo zaustavi automobil, a ne da ga nakon sraza i ubrza
u suprotnom smjeru. O&ekujemo manju prosjecnu silu u §to se mozemo jednostavno
uvjeriti ako ponovimo izracun tako da stavimo za konacnu brzina nul vektor. Rezultat je
tada:

< Flig >=(1.50 x 10° N

u Sto se Citatelj moze sam uvjeriti. <

3.2.1 Koeficijent restitucije

Koeficijent restitucije u srazu dva tijela se definira kao omjer relativnih brzina prije i

poslije sraza:

Vak — Vbk

g = ——— (3.4)

Uap — Up
Ova veli¢ina je pogodna za analizu sraza dva tijela u cijelom rasponu mogucnosti od
savrseno elasticnog do savr§eno neelasti¢nog slucaja. U primjeru 3.7 éemo pokazati
da sluCaj e = 1 odgovara savr$eno elasticnom, a e = () savr§eno neelasticnom srazu
(razmislite zasto). Vrijednosti izmedu ovih ekstremnih pokrivaju sve realne situacije
tako da ¢emo prakti¢nu vrijednost ove veliCine prikazati s pomocu nekoliko primjera na
kraju ovoga poglavlja.

3.3 Oc¢uvanje mehanicke energije

3.3.1 Koncept energije i promjena oblika

Promjene oblika energije tijekom procesa je vrlo mocan intelektualni alat i jedan je od
najznacajnijin doprinosa fiziCara znanosti uopce. Omoguéava prakti¢nu analizu nevje-
rojatno velika broja fenomena u prirodi, a 20. stoljece je pokazalo iznenadujucu vezu
izmedu energije i informacije, otkriée koje je u temelju oluje otkri¢a znanosti o informaciji
I komunikaciji. Nabrojimo neke od primjera:
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e Organizirano gibanje golemih koli¢ina vode usmjereno na turbine u elektranama
koristi proces pretvorbe gravitacijske potencijalne energije vode u kineticku ener-
giju vrtnje rotora generatora elektri¢ne struje. Koristenje bilo kojeg elektri¢nog ure-
daja u kuéanstvu pretvara elektricnu energiju u druge oblike, svjetiljke (termicka u
Zarnoj niti pa elektromagnetski valovi), hladnjaci koriste sloZzen niz pretvorbi medu
kojima je tlacenje plina u sustavu pri ¢emu se tijekom tlacenja dio unutrasnje ener-
gije plina pretvara u nasumic¢no gibanje molekula.

e Tijekom izgaranja goriva kemijska energija veza izmedu atoma reakcijom se pre-
tvara u termicku energiju nasumi¢nog gibanja molekula.

e Sabijanje i rastezanje elasti¢ne opruge obavljeni rad sprema kao elasti¢nu poten-
cijalnu energiju.

e Termonuklearna reakcija fuzije atoma vodika na Suncu se sastoji iz pretvorbe nuk-
learne energije u elektromagnetske valove koji ju zracenjem prenose do naseg
planeta na kojem uzrokuju gotovo sve pojave. Ovo je lijepo objasnjeno u jednom
od, prema osobnom stavu autora, najljepsih znanstvenih objasnjenja:

The sun’s rays are the ultimate source of almost every motion which takes
place on the surface of the earth. By its heat are produced all winds, ...
By their vivifying action vegetables are elaborated from inorganic matter,
and become, in their turn, the support of animals and of man, and the
sources of those great deposits of dynamical efficiency which are laid up
for human use in our coal strata.

koje je u svojem djelu Treatise on Astronomy iz 1833.god. napisao briljantni fiziCar
John Herschel.

Najvaznija zakonitost je da se tijekom nebrojeno mnogo ovih procesa ukupna energija
ne mijenja iako se dogadaju pretvorbe jednog oblika u drugi.

Za svaki fiziCki proces tijekom kojeg se dogadaju pretvorbe energije mozemo iz-
dvojiti dva stanja: pocetno (p) i kona¢no (k). Karakterizaciju procesa mozemo uciniti
zadavanjem promjena svih oblika energije koji u njemu sudjeluju. Tako za neki oblik m
od ukupno M vrsta energije imamo za promjenu:

AEm — Lmk — Em,p
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Sacuvanje energije jednostavno znaci da je zbroj svih tih promjena 0:
M
0=AE, + AE; + ... + AEy = ) _AFE; (3.5)
k=1

Vazno je primijetiti da za primjenu ovog fundamentalnog zakona prirode kojeg, prema
dosadasnjim opazanjima, egzaktno slijede svi procesi u prirodi moramo nekako otkriti
kvantitativne zakonitosti promjene svih pretvorbi koje sudjeluju u procesu. Druga vazna
Cinjenica vezana s izrazom (3.5) je da moramo uzeti u obzir SVE oblike energije tako
da u sluCaju analize gdje nam ovaj zbroj nije nula imamo problem izostavljanja barem
jednog oblika.

Jednadzba (3.5) je egzaktna za svaki izolirani sistem, ali u primjenama mi gotovo
uvijek promatramo samo odabrani skup objekata koje nazivamo sistem. Ostatak uni-
verzuma proglasavamo okolinom tako da promatramo promjene energije izmedu po-
¢etnog i kona¢nog stanja posebno za svaki dio ove podjele. Kako je energija oCuvana
dio koji napusti okolinu, prelaskom granice, zavrSava u cijelosti unutar sistemu. Sad
mozemo formulirati prakti¢nu operativnu verziju zakona oCuvanja energije:

Teorem 3.3.1. Ukoliko sistem i pripadni okoli$ prijedu iz zadanog pocetnog u odredeno
konacno stanje ukupna promjena energife je egzaktno 0.

Matematicki iskaz ovog zakona je dan sljedeéim izrazom:
AFE = AEsisiem I AE{)I{:OM = (36)

Iz prethodnog izraza mozemo precizirati i pojam izoliranoga sistema. To je svaki sistem
kod kojeg nema promjene energije u okolisu ili matematicki:

0= AE{)[{’OH = AES:?Stem (37)

U fundamentalnim istraZivanjima ukoliko se sretnemo sa slu¢ajem kada nam je naru-
Sena relacija (3.6) to ponekada upucuje na postojanje nepoznatog objekta u sistemu
kojeg nismo opazili ili pak na sasvim novi oblik energije>.

30vo vrijedi ukoliko se ne radi o pogreéci u primjeni zakona fizike.
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3.3.2 Kineticka energije

Prvi oblik energije koji éemo proucCavati je energija povezana s koherentnim gibanje
molekula koje tvore tijelo mase m. Ova se energija naziva kineticka (prema grckoj rijeCi
"kinitds", koji se kreCe, pokretan). Razmotrimo kamen koji pada s odredene visine (u
smjeru gibanja postavimo y-0s). Za promatraca u mirovanju prema tlu, kamen ima
brzinu ¢ = v,y. lznos brzine kamena je veliCina u ovom slucaju v,. KinetiCka energija
tijela mase m koje se giba brzinom iznosa v, a da se pri tome ne vrti definiramo kao
skalarnu veli€inu:

1
K = §mv2

(3.8)

Sl jedinica je prema izrazu (3.8) kg m? s~ 2 i upravo se ova kombinacija definira kao dzul
(po Jamesu Jouleu). Obzirom da je ova definicija skalarna vrijednost ne ovisi 0 smjeru
vektora brzine - samo o iznosu i to kao polinom drugog stupnja. Sada ovu definiciju
mozemo primijeniti na navedeni primjer padanja kamena u dva odabrana trena tijekom
pada: pocetni (i) i konacéni (f). Promjena kinetiCke energije kaena u padu izmedu dva
odabrana stanja je dana sa:

BE = %mvf, — %mvﬁ (3.9)
U sljede¢em odjeliku ¢emo ovaj izraz povezati sa silama i ostalim relevantnim fiziCkim
veliinama u vrlo vazan teorem.

3.3.3 Teorem rada i kineticke energije

Postoji izravna veza izmedu ukupnog rada obavljenog vanjskim silama toCkastom objektu
i promjene njegove kinetiCke energije. Ako je ukupan rad na objektu razli¢it od nule to
znali da je na objekt djelovala rezultantna sila razli¢ita od nulvektora, a posljedica je
ubrzanje, promjena brzine te konacno i kinetiCke energije.

Teorem 3.3.2. Ukupni rad svih sila (konzervativne i nekonzervativne) obavijen nad toc-
kastim objektom Cije gibanje slijedi Newtonove zakone je jednak promjeni njegove ki-
neticke energije.
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Precizan matematicki iskaz ovog zakona uz izraz (3.9) je:

Wit = Whon 1= Wakon, =AK = i = f,— %mvﬁ = %mvﬁ (3.10)
gdje smo s W, oznacili ukupni rad konzervativnih sila (gravitacija, elasti¢na sila, elek-
tricna) na tijelo, a s W, ., nekonzervativnih (trenje, otpor zraka). v je konacna, a v,
pocetna brzina. U iduéim poglavljima ¢emo poopciti ovaj rezultat i na gibanje tijela.
Ovaj rezultat se moZe zapisati i kao zakon oCuvanja energije (ukoliko nema disipativnih
nekonzervativnih doprinosa) za izolirani sistem prema (3.7):

1 1
AEsistem =0= Etot,k - Etot,p = Lie = 5?711)129 + Pp = 5?’)?,’()[% F Pk (31 1)
gdje je potrebno uvrstiti doprinose svih oblika potencijalne energije P! Pogledajmo kako
mozemo analizirati Atwoodov padostroj (primjer 2.20 analiziran na stranici 50 primje-
nom Newtonovih zakona) koristenjem izraza (3.11).

Primjer 3.3 (TRKE). Atwoodov padostroj je sistem prikazan na slici 2.25 na stranici
50. Odredite brzinu nakon podizanja(spustanja) tijela 1(2) za visinu h, ako su povezana
idealnom nerastetljivom niti preko bezmasene koloture. Sistem se pusta u gibanje iz
mirovanja. Ovaj problem se proucava i u okviru jedne od laboratorijskih vjezbi.

Rjesenje U ovom primjeru izravnom primjenom (3.11) moZzemo napisati:

| 1 1 1
§m1”0§ +migyy + §mzv§ + Magyop = §m1”0;‘; + migyik + §m2”0§ + Magyax
gdje smo iskoristili Cinjenicu da je iznos brzine oba tijela isti kao $§to smo objasnili u

primjeru 2.20. PoCetni uvjet je mirovanje pa je v, = 0 te izraz mozemo pojednostaviti:

1 1

m1g(yip — yik) + mag(yop — yor) = §’m1’vi + §mzvﬁ

1
m1g(thp — Yir) +m1g(Yop — Yor) = §(m1+m2)’0£ = mug(—h)+maegh = (me —m)gh

gdje smo uvazilida je h = y2, — yor. = —(y1, — 1) Konaéno dobivamo izraz za iznos
brzine:
2 meo — 1M
v, = 2——qgh 3.12
& Mo + mlg ( )
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Ovaj izraz je formalno sli¢an relaciji koja povezuje kona¢nu brzinu prilikom jednolikoga
ubrzanja nakon prevaljene udaljenosti i (2.5) uz ubrzanje:

1. e kL
a_mQ_mlg_ ng
ma + My 1+%

i usporedbom ovog rezultata s (2.18) vidimo da smo dobili identi¢an rezultat (uz uva-
Zavanje Cinjenice da je gravitacijska sila konstantna tako da se radi o JUG). Korektnost
rezultata mozemo provjeriti u slu€aju kada je m; < ms pri Eemu dobivamo a = g, dakle
slobodni pad. To je ocekivan rezultat jer smo zanemarili masu lak$eg tijela m; ~ 0 tako
da ms slobodno pada. «

Primjer 3.4 (TRKE). Odredite srednju snagu motora automobila mase 1.2 t ukoliko
je pri horizontalnom gibanju potrebno jednoliko ubrzati od 30 km/h do 100 km/h u 10 s
Odredite srednju snagu da bi se isto ubrzanje dogodilo pri usponu uz nagib 10 stupnjeva

Rjesenje Ovaj problem spada u kategoriju izravne primjene izraza za fizi¢ku veli¢inu,
u ovom slu€aju srednju snagu, koju uz standardne oznake raCunamo prema definiciji i
teoremu (3.10):

L2 1.2 B 2
AW B Jop — Koy _ gMmui— gmu, lmvk_vp

< Prin >= 1 At Al N

Uvrstavanjem iznosa zadanih u zadatku mozemo dobiti za snagu pogona koju isporu-
¢uje motor automobila:

(100/3.6m/s)? — (30/3.6 m/s)?
10 s

1
< Pin >= (1200 kg) = 42kW

Ukoliko se ubrzavanje dogada na cesti uz zadani nagib § = 10° potrebno je gornji izraz
nadopuniti radom konzervativne gravitacijske sile koja ovdje ima negativan predznak:

AVVtot
At

< Pigs >+ <€ F 5=

Gdje je osim snage vucne sile motora dodan i doprinos rada gravitacijske sile koji mo-
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Zzemo raspisati koristenjem standardnih relacija:

AK —mg(hk—h ) Kk—K
P, 3 eas2 P e PUR P B,
< i S S S S S At A
Ak 1 vi—vl (As)sin() 1 vi—v]
M A ™A T A T
A 1 — —
mQ(Aj) sin(f) + §m(vk Upi(:k + ) =mg < v > sin(f) + mwf ;r tp vatvp =

mg <v>sin(@)+m<v>a=m<v>[gsin(f)+ a

Ovo je opceniti izraz za minimalnu snagu motora koja ubrzava na kosini zadanog na-
giba. |z ovih izraza mozemo napisati najpovoljniji za izradun u ovom zadatku:

sin(f) + mer ;r L UkA_tUp s ;r 2 [g sin(6) + UkA_tvp]

Vg + vp

& Fle. 3= 014

iz Cega kona¢no imamo:

(27.8m/s) + (8.33m/s)
2

(9.80m/5%) sin(10°) +

< Prin >= (1200 kg)

(27.8m/s) — (8.33 m/s)] _
10 s
(1200 kg)(18.0m/s) [(1.70m/s*) + (1.94m/s%)] = 19 kW

<

Primjer 3.5 (TRKE). Tijelo mase 8.0 kg horizontalno povlaci nepoznata sila po podlozi
bez trenja. Ako je brzina nakon vuée uz pomak 3.0m 3.5m/s. Sto ée se dogoditi
ako udvostru¢imo vuénu silu pri éemu blok ubrzava do iste konac¢ne brzine kao i u
prethodnom slucaju? Odredite iznos pomaka u ovom slucaju i usporedite s prethodnim
sa stanovista energije. Istu analizu ponovite i s vremenom potrebnim za ubrzavanje na
zadanu konacnu brzinu.

Rjesenje Rad je dans W = F' Ax. Sada mozemo izravno primijeniti TRKE (3.10):
smup  5(8.0kg)(3.5m/s)?
N 3.0m

1
W:FAx:Kk—Kp:§mvg—o;xF: =16 N
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Ako na tijelo djeluje dvostruko veca sila F' = 2F onda otekujemo da e se ista
konacna brzina doseéi pri kratem pomaku. Ista konac¢na brzina znaci ista promjena
kinetiCke energije pa imamo:

F
AK =FAz=FAz = Az'= FASC = Ayl
Sli¢no i za vrijeme oCekujemo da je krade. U to se mozemo uvjeriti i kvantitativno

ukoliko primijetimo da su sile stalne pa imamo JUG (vidi 2.2.3) koje u oba slucCaja daje
istu prosjecnu brzinu pa imamo uz prethodnu relaciju rezultat:

Azr A Nyl
Lyp=—= = A = Nt = At]2
At AV A /
u skladu s o¢ekivanjem u ovom problemu. «
y Y

N F

- )

Ik 3
G

Slika 3.2: FBD za kutiju koju se povlaci silom F po podlozi uz prisutnost trenja klizanja ﬁ

Primjer 3.6 (TRKE). Analizirajte sistem iz primjera 3.5 uz prisustvo trenja. Kao i u
prethodnoj analizi neka na blok mase 8.0 kg koji miruje na potpuno ravnoj horizontalnoj
plohi horizontalno po€ne djelovati stalna sila 16 V.

1. odredite brzinu bloka nakon $to ga je primijenjena sila pomaknula 2.0 m ukoliko je
koeficijent kinetickoga trenja (klizanja) s povr§inom 0.17;

2. promotrite situaciju ukoliko se sila primjeni pod nekim kutom 6 prema plohi po kojoj
se blok kreée. Pod kojim kutom treba primijeniti silu tako da dobijemo maksimalnu
konaénu brzinu?
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Rjesenje Kao i u prethodnom primjeru 3.5 rad sile koja vuée blok iznosi W = F Az =
(16 N)(2.0m) = 32 J. U prvom sluéaju FBD je dan na slici 3.2 uz # = 0. U tom slucaju
ravnoteza u smjeru y osi daje

0=N+G=N+(—mg)

pa imamo silu trenjaiznosa f; = /N = uymg TRKE nam u ovom slucaju daje:

1 1 -
AK = §mvﬁ—§mU§=—ftA$+FA$ = Uk = \/UJ%JFE(F_J%)AQC

gdje smo uvazili da je sila trenja suprotnog smjera pomaku (kut izmedu sile trenja i
pomaka iznosi 7 rad). Rad sile trenja moZemo izraCuna na isti nacin kao i rad vu¢ne
sile na poc¢etku ovog zadatka:

W, = —fidx = —pymg Az = —0.17(8.0 kg) (9.80 m/s*)(2.0m) = —27J

Rad sile trenja je naravno negativan zbog odnosa smjera sile i pomaka. Sada je mo-
guce izraCunati brzinu uvrdtavanjem zadanih vrijednosti:

v = \/(0)2 + & [(16 N) — 0.17(8.0 kg)(9.80m/s?)] (2.0m) = 1.2m/s

m

Promotrimo sada slucaj kada se zada konacni nagib ¢ sile povlac¢enja (kao na slici
3.5) prema podlozi. U ovom slu€aju se mijenja viSe izraza. Kao prvo rad sile povlacenja
je W = Fcos(0) Ax. FBD za smjer y osi uz uvjet ravnoteze glasi:

U:ZFy:N+Fsin(9)—mg = N = mg — Fsin(f)

ovaj izraz za normalnu silu mijenja i trenje (smanjuje se) tako da nam TRKE obzirom
da je pocetna kinetiCka energija 0 daje:
Ky

~, = i+ Feos(0) = —u(mg — Fsin(6)) + F cos(0)

Iz ove jednadzbe nije jednostavno odgovoriti koji kut & konaénoj brzini osigurava mak-
simalni iznos. Bez obzira na to jednostavno je zakljuCiti da je kut isti, ako se pitamo
koji kut daje maksimalnu konaénu kineticku energiju K. jer je ona monotono rastuc¢a
funkcija brzine. Jedan od osnovnih teorema diferencijalnoga racuna kaze da je nuzan
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uvjet za ekstrem (minimum ili maksimum) derivabilne funkcije vrijednost prve derivacije
0. Ovaj uvjet mozemo iskoristiti tako da stavimo:

D= % = (0 — Fcos(f))Az — Fsin(0)Az

gdje smo koristili osnovna pravila deriviranja. 1z prethodnog izraza slijedi:
0 = ptycos(f) —sin(f) = tan(f) = py = 0 = tan *(0.17) = 9.7°

Obzirom da trazimo vrijednost u rasponu od 0° do 90° ovo je jedinstveno rieSenje jed-
nadzbe, atime i problema. Primijetite kako se niz znacajki i rezultata mijenja uvodenjem
sile pod opcenitim nagibom, a posebno vezano uz izraCun sile trenja klizanja. Da se
zaista radi o maksimumu moZemo se uvijeriti crtanjem grafa Sto prikazuje slika 3.3.
Formalno je moguée dokazati da se radi o maksimumu analiticki dodatnim provjerama
uvjeta koriStenjem teorije ekstrema diferencijalnog racuna. |

10,0

9,0 4

8,0

7.0

Ks :IZ /-\
40
3,0 \
20 \
10
0,0 . . v \

0 10 20 30 40 50 60 70
0

Slika 3.3: Konacna kinetiCka energija pri poviacenju kutije u ovisnosti o nagibu vucne sile prema smjeru
pomaka (kut ¢ je dan u stupnjevima). Okomita duzina oznacava maksimum kinetiCke energije odnosno
brzine koji je odreden u zadatku 3.6.

Primjer 3.7 (ZOKG). Ukoliko pretpostavimo savrSeno elasti¢an sraz dva tijela izvedite
sljedecu relaciju za odnos brzina prije i poslije sraza:
_ Vak — Upk

=
’Uap — ’pr
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gdje su s (a,b) oznac¢na tijela, a s (p, k) stanje prije i poslije sraza. Ovo je vrijednost
koeficijenta uvedenog u (3.4) koju smo vec¢ anticipirali u odjeljku 3.2.1.
Rjesenje Izraz ¢emo izvest na temelju zakona oc€uvanja koliine gibanja i energije

(u ovom slucaju samo kineticke jer je pretpostavka da se sraz odvija u horizontalnoj
ravnini)

myVap I MmyUpy = MyVak + myvpk

L 2+1 2 _ 1 2+1 )
MV, + =MyUy, = =M U, + =MV
2 p T T kT o T ok

jednostavna algebarska transformacija daje:

myVap — MUgk = TMHVE — MY Upp

ma(vap - Uak) — mb(vbk - pr)

1 il 1 1
2 2 2 2
— =MyU,p = =MpUy — —mb’pr

2 2
ma(vap - ’ng_,) = mb(vgk - ng)

Dijeljenjem jednadzbi u 2. i 5. retku dobivamo
Vap + Vg = Upg + Vpp = Ugk — Upk = — (Uap - pr)

Sto izravno daje trazeniizraz. <

Primjer 3.8 (ZOKG). Pokazite da u izravhom 1D elasticnom srazu dva objekta iste
mase od kojih jedan prije sraza miruje dolazi do "prijenosa" brzine (drugi objekt, koji je
mirovao, se kre¢e nakon sraza brzinom prvog, a prvi ostane u mirovanju).

Prema zadatku 3.7 vidljivo je da e = 1 odgovara savrSeno elasticnom, a e = 0
savrseno neelasticnom srazu (tijela se slijepe kao metak i drveni blok u zadatku s balis-
tickim njihalom slika 3.4) pri ¢emu se dio kinetiCke energije transformira u druge oblike
(npr termiCku - zagrijavanje).

Rjesenje ZOKG nam daje u 1D slucaju:

MUqp + 0 = My + MUk = Vap = Vgk + Vbk

Vale — Ubk = _(Uap - 0) = —Ugp = Ugk — Ubk
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Ukoliko zbrojimo dvije jednadzbe dobijemo da je 0 = 2v,;, $to nam konacno daje trazeni
rezultat ve, = V. <

Primjer 3.9 (ZOKG). Odredite brzine nakon elasti¢nog sraza 2 bloka koji se gibaju na
istom pravcu bez promjene smjera. Prvi mase m, = 10 kg se giba 30 m/s, a drugi
mase my;, = 5.0 kg:

1. brzinom 10 m/s;

2. brzinom -20 m/s;

Odredite brzine prema uvjetima 1 i 2, ako je sraz elastican.

Rjesenje
MqUap + MpUhp = MqUak + MpUp
(10 kg)(30m/s) + (5.0 kg)(10m/s) = (10 kg)var + (5.0 kg)vbk/ % 5.01]{9
2(30m/s) + (10m/s) = 70m/s = 2ua; + vpge
Vak — Upk = — (Vap — Uhp) = Yok — Unk = — [(30m/s) — (10m/s)] = —20m/s
Sto predstavlja sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:
2040 + Up = T0m /s
Vak — Vpk = —20m /s
¢ijim rjeSavanjem dobivamo
Vo = 16.7m/s vy = 36.7m /s
U slu€aju 2 imamo
MaVap + MpVpp = MVat + MpUpk
2045 + o = 40m/s
Vak — VUpk = —(Vsp — Upp) => Vak — U = — [(B0m/s) — (—20m/s)] = —B0m/s

Sto predstavlja sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

2uak + vpe = 40/
Vak — Upl — —50 m/s
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Cijim rjeSavanjem dobivamo
Vak = —3.33m/s v =46.Tm/s

<

Primjer 3.10 (ZO). Promotrite ulogu koeficijenta restitucije (3.4) i promjene ukupne
kineticke energije u sljedec¢im situacijama vezanim uz primjer 3.9 na strani 75:

1. RijeSite problem 3.9.1, ali sada uzmite da je ¢ = 0.80. Odredite udio izgubljene
kinetiCke energije nakon sraza.

2. Rijesite problem 3.9.2 ukoliko je ¢ = 0.50. Odredite udio kineticke energije koji se
transformirao u ostale oblike (termicka i sl.).

Rjesenje Analogno prethodnom postupku uz e = 0.80 u 3.9.1 imamo
MaVay e MpUpp = MyVak + MpUp
204 + vpr. = 7T0m/ s
Vak — Upk = —€(Vgp — Vip) = Vak — v, = —0.80[(30m/s) — (10m/s) = —16 m/s]
Sto predstavlja sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

204k + v, = T0m/s
Vak — Upk = —16m/s
¢ijim rjeSavanjem dobivamo
Vg = 18.0m/s vpe = 34.0m/s
Udio energije transformirane iz kineticke u druge oblike moZzemo dobiti odredivanjem
razlike prije i poslije sraza:

1
2

2 1 2 1 2 1 2
MUy, T MV, — 5Malyr — MU

AK =K, — K, =
po Tk 2 9 9

AK = %(10 kg)(30m/s)* + %(5.0 kg)(10m/s)*

— %(10 kg)(18.0m/s)> — (5.0 kg)(34.0m/s)? = (4750 J) — (4510.J) = 240
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Konac¢no udio "izgubljene" kineticke energije je
AK  240J
K, — 4750J

= 0.05

U slu¢aju e = 0.50 u 3.9.2:

MaVap + MpVpp = M Vak + My Upk
2045 + vy = 40 m/s
Vak — Vb = —B(Uap == ’pr) = Uak — Vpp = —0.50 [(30 m/s) — (—20 m/s)] = —25 m/s

8to predstavlja sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

2040 + vp = 40m /s
Vak — Uplp = —25 m/s
¢ijim rjeSavanjem dobivamo
Vak = 5.00m/s vy = 30.0m/s

Udio energije transformirane iz kinetiCke u druge oblike mozemo dobiti odredivanjem
razlike prije i poslije sraza kao i u prethodnom primjeru:

AK = %(10 kg)(30m /) + %(5.0 kg)(20m/s)?
— %(10 kg)(5.00m/s)* — (5.0 kg)(30.0m/s)* = (5500 .J) — (2375.J) = 3125.J

Konacno udio "izgubljene" kineticke energije je
AK  3125J
K, 5500

§to za razliku od vrlo malog udjela u prethodnom primjeru predstavlja viSe od polovine
pocetne kinetiCke energije. Ovaj primjer ukazuje na veliku opasnost kod frontalnih su-
dara brzih vozila jer se velika koliCina mehanicke kineticke energije rasipa tijekom sraza
u rad drobljenja struktura i termic¢ku energiju. <

= (.57

Primjer 3.11 (ZO). Loptica privezana za nit se vrti po kruznici polumjera 80 cm ne
mijenjajuéi ukupnu mehanic¢ku energiju. Ukoliko je brzina lopte na vrhu 3.0 m/s, kolika
je na dnu? Ravnina kruznice je postavljena okomito na tlo.
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Rjesenje Ovdje imamo nejednoliko kruzno gibanje i ovaj problem nije jednostavno ri-
jesiti s pomocu Newtonovih zakona gibanja izravno. Ipak, kako na lopticu djeluju samo
konzervativne sile (gravitacija i napetost niti) vrijedi zakon oCuvanja mehanic¢ke ener-
gije. Napetost niti je okomita na smjer gibanja pa stoga ne obavlja rad i ne "sudjeluje” u
zakonu ocCuvanja energije. Zakon glasi u ovom slucaju da je ukupna mehanicka ener-
gija ista u svim trenucima tijekom gibanja. Prema tome to vrijedi i za dvije ekstremne
pozicije gore ¢ i dolje d:

1 1
Eu(g) — En(d) = Kg -+ Pg = Kd + Pd = 5?77/03 + mgy, = §mv§ -+ magyq

gdje smo s K oznadili kineti¢cku, a s P potencijalnu energiju. Slijedi jednostavnim alge-
barskim preuredenjem:

1 I| 2

Emvg +mg(yy — va) = §mv§/ = ~

te konaéno imamo:
va = /02 +2g(2r) = /(3.0m/s)? + 4(9.80m /s?)(0.80m) = 6.4m/s

gdje smo iskoristili relaciju promjene visine i polumjera y, — yq = 2r. |

Primjer 3.12 (ZO). Metak mase 17 g je ispaljen u drveni komad mase 1.9 kg koji je
objesen na nerastezljivoj niti zanemarive mase i duljine 170 cm te se slobodno moze
njihati. Odredite brzinu metka ako se zabije u drvo koje se nakon toga otkloni za mak-
simalni kut 38 stupnjeva (ovaj eksperiment se naziva balisticko njihalo, vidi sliku 3.4).

Rjesenje Ovaj problem moZemo promatrati kao proces u dva koraka. Prvi je potpuno
neelastiCni sraz metka m i komada drveta M. U ovom procesu ne znamo $to se tocno
dogada s energijom, ali bez obzira na to znamo da vrijedi zakon ocCuvanja koliine
gibanja koji uz oznake kao na slici 3.4 glasi:
m+ M
m

Trenutak poslije sraza slozZeni sistem metka i komada drveta postaje obi¢no njihalo tako
da se predmet otkloni do krajnjeg polozaja pri kojem mu je brzina 0. Pri ovom gibanju
vrijedi zakon ouvanja mehaniCke energije koji za poCetni polozaj i krajnji glasi kao i u
zadatku (3.11):

mvy+ 0 = mug + Moy = (m+ Moy, = vy =

Vg (8.18)

%(m + MYE + (m+ M)gya = 0+ (m+ Mgy, / (m + M)
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Slika 3.4: BalistiCko njihalo. Analiza zakona oCuvanja koliCine gibanja i energije.

gdje smo uzeli u obzir masu sloZenog tijela (m + M) koja se bez obzira na sve pokrati
pa dobijemo:
”Ug = 29(yg — ya) = 29h = 2g(r — rcos §)

gdje je koristena jednostavna geometrijska relacija visine njihaja, kuta otklona i polu-
mjera niti tako da vrijedi:

vp = /2g7r(1 — cosf)

ovaj rezultat uvrstimo u relaciju (3.13) te imamo kona¢no:

m+ M

V2g7r(1 — cos )
1.92 kg
" 0.017 kg

Vo =

— 7\ /2(9.80m/s2)(1.7m)(1 — cos 38°) = 3001m/s

Ovaj problem nije lako rijesiti izravnom primjenom Newtonovih zakona gibanja, ali ova
jednostavna analiza zasnovana na konceptu energije i koli¢ine gibanja daje trazeni re-
zultat analizom tri trenutka: prije, tik nakon sraza i na kraju otklona. Pritome smo mogli
potpuno ignorirati kompleksnost gibanja u ostalim trenucima Sto zorno prikazuje mo¢
pristupa putem zakona o¢uvanja. |
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Poglavije 4

Primjena Newtonovih zakona - gravitacija,
tijela, oscilacije i elasticnost

4.1 Opci zakon gravitacije

To je jos jedno od sjajnih otkri¢a fizicara Isaaca Newtona, a predstavlja preciznu mate-
maticku funkciju koja kvantitativno opisuje medudijelovanje masa gravitacijskom silom.
U punom vektorskom zapisu ima sljedeci oblik:

F= -G D52 ==
T [F12| |72 — 7

(4.1)

712 predstavlja vektor koji opisuje razliku u poloZaju dva tijela (iznos je udaljenost ti-
jela). Ukoliko uzmemo da neko tijelo po¢ne slobodno padati na razini mora mozemo 2.
Newtonov zakon napisati u kojem smo stavili a = g kao:

=mg = ¢g=0G— (4.2)

8to nam daje izraz za ubrzanje bilo kojeg tijela u slobodnom padu na povrsini Zemlje.
Kada se izraduna ili izmjeri dobiva se poznata vrijednost oko 9.80 m/s?. Ovdje odmah
napominjemo da gravitacijsko ubrzanje ovisi o0 nadmorskoj visini te da je ova vrijednost
pogodna za eksperimente u razini morske povrsine tako da ju mozemo oznaciti preciz-
nije s g(Rg) gdje je s Rp oznacen polumjer Zemlje, a za g(r) smo eksplicitno naveli da
je funkcija udaljenosti od tezista Zemlje r. 1z jednadzbe (4.2) je vidljivo da odredivanje
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konstante gravitacijske sile G predstavlja vaganje Zemlje jer nam je g(Rg) dostupno iz
jednostavnih eksperimenata koje je obavio veé¢ Galileo Galilei u 17. st.

Primjer 4.1 (G). Medunarodna svemirska postaja radi na visini 350 km iznad povrsine.
Prema planu predvideno je da cijela postaja na razini mora ima teZinu 4.22 x 10° N.
Kolika ¢e biti tezina postaje u orbiti?

Rjesenje Kao prvo odredimo masu postaje na temelju teZine u razini mora:

Fy, 422 x 10° N
m’m = — =
g 9.80m/s?
Masa je neovisna o mjestu i/ili visini /» na kojoj se tijelo nalazi, ali tezina (i gravitacijsko
ubrzanje g(h)) ¢e biti manja u orbiti zbog opadanja gravitacijske sile s povecanjem
udaljenosti od sredista Zemlje r = Ry + h gdje je R = 6.38 x 10° m polumjer Zemlje:

=4.31 x 10° kg

MEm
G—5— =myg(h)
GMg
h)= ———
g( ) (RE+h)2

(6.67 x 10712 Nm2/kg?)(5.98 x 10! kq)
(6.37 x 105m + 0.350 x 106m)2

Kako je ubrzanje gravitacije na poziciji orbite postaje oko 90% vrijednosti g na razini
mora oekujemo da se za isti iznos smanji i tezina:

9(350 km) = = 8.83m/s”

m g(350 km) = (4.31 x 10° kg)(8.83m/s*) = 3.80 x 10° N

<

Primjer 4.2 (G). Odredite period gibanja zemljina satelita koji se giba na stalnoj visini
1000 km iznad povrsSine.

Rjesenje Centripetalnu silu koja osigurava gibanje satelita na zadanoj kruznoj putanii:

ME?TL ’02 2 GME
B =m— = v =
r T r

G

kako se radi o JKG brzina i period kruZzenja su povezani sliedeéom relacijom:
2rr Am*r? GMg
— —
T g r
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nakon algebarskog preuredenja:

’r’3 - GME

T2 4n?
$to predstavlja 3. Keplerov zakon' jedan od zakona koje je otkrio Johannes Kepler
pocetkom 17.st. Uz koriStenje rezultata (4.2) period gibanja je:

B Am?p3 B A2y B AT’ Ry (RE + h)S B AT’ Ry (1 . h )3
GMEg QR%E g RE g Rpg

Konaéno uvrétavanjem Ry iz 4.1 te h = 1000 km = 10° m dobivamo:

T2

T =105min
<q

Primjer 4.3 (G). Satelit u geostacionarnoj orbiti je onaj koji se relativno ne mice iz-
nad neke tocke na povrsini zemlje (primjena za komunikacije i prijenos TV programa).
Odredite visinu geostacionarne orbite.

Rjesenje Uvijet koji osigurava gibanje satelita u geostacionarnoj obiti se ostvaruje u
sluéaju kada period gibanja satelita na putanji oko Zemlje iznosi to¢no jedan dan. Gi-
banje modeliramo jednolikim kruznim gibanjem tako da 2. Newtonov zakon glasi:

Fg=mg(r) = i = glr) = (%)29(%)

r

gdje je Rg polumjer Zemlje uz g(Rg) = 9.80m/s%:

2\ 2 4r2y? R?
= () =rar) > T = g

sada mozemo izraCunati polumjer geostacionarne orbite:

s _ Rpg(Rp)T?
472

uz T = 1dan = 8.64 x 10* s i polumjer Zemlje dan u 4.1:
r=3.59 x 10"m

r

§to predstavlja trazeni polumjer . |

"Vrijedi i za eliptiéne putanje.
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4.2 Vrtnja krutog tijela

Do sada smo preteZno promatrali fenomene tako da smo tijela opisivali gotovo iskljucivo
unutar éesticnog modela, a to predstavlja ozbiljno ogranienje jer postoje nebrojene
situacije gdje ne mozemo ignorirati Cinjenicu da je tijelo protezno te se sastoji od velika
broja Cestica - atoma. Kruto tijelo je pojednostavljeni model kojim opisujemo realne
sisteme Cestica kada mozemo zanemariti promjenu volumena i oblika. Postoji veliki broj
prakticnih problema koji se vrlo dobro mogu opisati u ovom modelu. Za razumijevanje
vrtnje krutog tijela posebno je vazno dobro razumijeti opcenito kinematiku vrtnje koju
smo proucavali posebno u okviru 2D kinematike 2.3.

Primjer 4.4 (G). Kotat se vrti oko fiksne osi stalnim kutnim ubrzanjem 3.50 rad/s* s
pocetnom kutnom brzinom (t=0 s) 2.00 rad/s.

1. Koliki kut prevali kota¢ tijekom 2.00 s?
2. Koliko je punih krugova obavio za to vrijeme?
3. Kolika je kutna brzinaut=2.00 s?

Rjesenje Ovo je osnovni primjer vrtnje krutog tijela oblika valjka oko fiksne osi. Na
ovaj slu€aj izravno primjenjujemo kinematiku vrlo sli¢nu formalizmu JKG:

|
6(t) = 0y + wot + 505752

gdje je 6y poCetni kut w, pocetna kutna brzina uz kutno ubrzanje zadano u zadatku
a = 3.50rad/s*:

6(t) — 0y = (2.00rad/s)(2.00 s) + %(3.50 rad/s*)(2.00 s)> = 11.0rad

Broj punih krugova kotaca je prethodni rezultat podijeljen s 27 rad (puni krug u radija-

nimay):
11.0rad

A = —— = 1.750kreta
27 rad
Kutnu brzinu kotac¢a dobivamo takoder izravnim uvrstavanjem u formulu:
w(2.008) = wy + @(2.00 s) = (2.007ad/s) + (3.50 rad/s*)(2.00 s) = 9.00 rad/s
<
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4.2.1 Moment inercije

Vrlo vazna fizicka velicina za efektan opis slozenog gibanja tijela se naziva moment
inercije. Pokazat ¢emo da ova veli¢ina ima analognu ulogu za vrtnju kao $to masa
ima za translacijsko gibanje. Pogledajmo vrtnju sistema kruto povezanih ¢estica® oko
zadane osi. Sve se Cestice gibaju /ISTOM kutnom brzinom w! Ukupna kinetiCka energija
uz relaciju v, = r,w iz (2.12) za svaku Cesticu je:

il 1 1
K= §mlv% + §mgv§ + §m3v§ Fn s
1 , 1 , 1 ,
= §(m1'r1w) - §m2(m2'r2w) - §m2(m3’r3w) + ...

2 2

:_(mlr%+m2r§+m3'r +...)w

2

gdje smo u zagradi izluCili sumu koja ovisi samo o osi vrtnje i raspodjeli mase u pros-
toru. Ovo nas upucuje da uvedemo fiziCku veli¢inu koju cemo nazvati moment inercije
sistema cestica te uvodimo opéenitu definiciju obzirom na zadanu os vrtnje:

J = myr% + mgrg + m3r§ +...= Z mﬂ“? (4.3)

tako da koristenjem ove definicije kinetiCka energija za vrtnju oko zadane osi poprima

sugestivan oblik:
l

K =3lw* (4.4)
Ovaj oblik je formalno isti kao i kineticka energija (3.8) pri gibanju materijalne ¢estice
%mvz ukoliko moment inercije za vrtnju igra ulogu mase za translacijsko gibanje i isto
tako kutna brzina za obi¢nu brzinu. Ovakve analogije ¢e se pojaviti u nizu izraza za
opcenito gibanje tijela u $to cemo se uvijeriti kasnije.

Primjer 4.5 (G). Promotrite molekulu kisika (()2) kao sistem dvije estice mase 2.66 x
1025 kg koje su na sobnoj temperaturi udaljene d = 1.21 x 10" m. Molekula se vrti
oko osi koja je okomita na spojnu duzinu izmedu atoma kisika i prolazi kroz CM.

1. Odredite moment inercije oko osi vrinje.
2. Ako je kutna brzina 4.60 x 10'%rad/s odredite kineti¢ku energiju vrinje.

2Svako kruto tijelo mozemo tako promatrati, jednostavno ga razdijelimo u masti na veliki broj dovoljno sitnih dijelova.
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Rjesenje Ovo je primjer vrinje krutog tijela koji se sastoji od dva tijela i izravna pri-
mjena (4.3) u ovom sluéaju daje:

d\’ N1,

= %(2.66 x 1078 kg)(1.21 x 107%m)2 = 1.95 x 10740 kg - m?

Izravna primjena (4.4) nam daje:

1 1
Kot = 51& = 5(1.95 x 1074 kg - m?)(4.60 x 10" rad/s)*> = 2.06 x 1072 J
|

Moment inercije moZzemo odrediti za bilo koje tijelo koristenjem izraza (4.3), a za
slu¢aj kada ne razluc¢ujemo cestice od kojih se tijelo sastoji (hna makro razini tako pro-
matramo gotovo sva tijela) mozemo ga u mislima rastaviti na veliki broj malih dijelova
te na njih primijeniti navedenu definiciju. Sto je veéi broj dijelova vjernije opisujemo
geometriju tijela, a to je osnovna ideja integralnog racuna koji omoguéava da se ovaj
postupak provede matematicki egzaktno. Primjer tako odredenog momenta inercije u
slu¢aju valjka (rezultat se €esto koristi u inZenjerstvu) za vrtnju oko osi kroz centar mase
okomitu na bazu je:

I, = =Mr* (4.5)

Vazan teorem za izracun momenta inercije se naziva teorem o paralelnim osima, a
glasi

I{d) = I, + Md? (4.6)

gdje je s d ozna¢ena udaljenost paralelne od osi kroz centar mase (odjeljak 4.3) za
koju nam je moment inercije poznat. Kao primjer izra¢unajmo moment inercije za vrtnju
Stapa oko paralelne osi kroz krajnju tocku:

1 9 L\’ 1 2
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4.3 Centar mase

Tijelo na koje ne djeluju vanjske sile (bez vanjskih ogranic¢enja) se pri slobodnoj vrtniji
okreée oko posebne tocke koju nazivamo centar mase (CM). Ta to¢ka u prostoru miruje
dok se ostali dijelovi tijela gibaju oko nje. Za pocetak bez dokaza iznosimo jednostavan
rezultat koji nam omogucava odredivanje polozaja centra mase za sistem bilo kojeg
broja Gestica®:

Rem = % Zmyﬁ M= Zm? (4.8)

Koristeéi ovu definiciju i elementarne znaCajke operacija mnozZenja i zbrajanja brojeva i
vektora moZzemo navedeni izraz pregrupirati po volji. Zamislimo da imamo tijelo koje se
sastoji iz dva tijela kojima znamo polozaj CM. Koriste¢i gornju definiciju lako je izraz u
ovom slucaju preurediti tako da izravno izraGunamo CM slozenog tijela. Rastavimo izraz
(4.8) na dva dijela koji odgovaraju pojedinim tijelima, a zatim iskoristimo poznavanje
centra mase za ta tijela:

= 1 . . 1 - ~
Rey = M(; m;T; + ; il ) = M(MlRlcm + MyRoem) =

M - M,y =
v A cm 4.
M Rlcm + M RQ, ( 9)

Ovaj rezultat nema ogranicenje podjele na dva tijela ve¢ ga je jednostavno poopciti na
veci broj dijelova §to se moze koristiti prema okolnostima konkretnog problema.

Primjer 4.6 (Centar mase Suplieg diska). Promotrite uniformni disk polumjera R=2.00
m s rupom kruznog oblika polumjera r=R/3 m smjestenoj tako da se srediSte diska na-
lazi na rubu izreza (vidi sliku 4.1). Ukoliko je nacinjen homogeno od materijala odredite
centar mase.

Rjesenje Postavimo sustav tako da je x-0s na pravcu koji prolazi kroz os diska kao na
slici 4.1. 1z simetrije raspodjele mase jasno je da se CM nalazi na x osi. Ovo je primjer
problema gdje moZemo Kkoristiti tehniku nadopunjavanja odnosno aditivnost izraza za
CM (4.9). Ukoliko nema rupe polozaj CM je upravo R na x osi. Polozaj CM izreza je

Slako ovaj izraz nalikuje izrazu za moment inercije primijetite da je CM, za razliku momenta inercije, vektorska veligina
koja se mjeri u jedinicama za duljinu!
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Slika 4.1: Odredivanje CM homogenog diska s kruznim izrezom van osi simetrije.

r = 2R /3. Nepoznat je polozaj CM diska s izrezom Xs¢,,. U ovom slu¢aju izraz (4.9)
ima sljedeci oblik:

1 2
MXcy = Zmz% = Z mix; + Zmziﬁz =mXiom + (M - ml)XQCM

odnosno: -
X MXCM — lech XC’M — M‘chM
2 M — —
G M —m; 1-m

Preostaje odrediti omjere masa za Sto se moze primijeniti tehnika jednostavnog raz-
mjera iz matematike koja u ovom slu¢aju daje:

my, o7r? r?

M orR? R?
gdje je povrsinska gustota oznaena sa o, a ona je obi¢ni broj jer su plo¢e homogene.
Uvrstavanjem vrijednosti za polumjere dobivamo m; /M = 1/9 (vidi sliku 4.1). Ovaj
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rezultat mozemo uvrstiti u izraz za polozaj CM:

-XQCMr =

4.3.1 Centar mase i potencijalna energija

Uveli smo i vecC viSe puta koristili rezultat koji opisuje potencijalnu energiju materijalne
toCke u gravitacijskom polju P = mgy. Postavlja se pitanje §to se dogada s ukupnom
potencijalnom energijom opcenitog sistema Cestica kada mijenja polozaj u vanjskom
polju gravitacijske sile. Promotrimo za poCetak opéeniti izraz gdje se koristimo Cinjeni-
com da je potencijalna energija aditivna fizicka veliCina:

_ _ kakyk kakyk
F= kagyk—gzmkyk—gzm i =gM=;

gdje smo s M oznacili ukupnu masu sistema Cestica. Razlomak u izrazu s desne strane
predstavlja upravo y-komponentu CM v,.,,. Konaéno mozemo napisati vrlo prakti¢an i
vazan rezultat:

P = Mgy (4.10)

koji cemo Cesto Kkoristiti u rieSavanju problema gibanja tijela u gravitacijskom polju. Pret-
postavka koju smo ovdje presutno koristili je neovisnost ubrzanja g o polozaju y;. Ces-
tica. To znaci da nam gornji rezultat vrijedi za racunanje promjene potencijalne energije
ukoliko se pri tome mogu zanemariti promjena g s promjenom .

4.4 Zakoni gibanja

4.4.1 Gibanje CM

Promotrimo §to se dogada ukoliko na sloZeno kruto tijelo koje se sastoji iz proizvoljno
velika broja dijelova djeluje odredeni broj vanjskih sila. 2. Newtonov zakon za svaku
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Cesticu ima sljedeci oblik:

—

Bui+ By = mypd;

gdje smo s u oznacili unutrasnju, a s v vanjsku silu na Cesticu 7. Ako zbrojimo ove
izraze za sve Cestice dobijemo:

Sada moZemo iskoristiti 3. Newtonov zakon Kkoji osigurava da je ukupni zbroj svih unu-
trasnjih sila 0 pa dobijemo sljedeéi izraz gdje desnu stranu pomnozili i podjelili s ukup-
nom masom M = . m;:

ZE?—F Zm?a?_ ZE?G‘?

Razlomak s desne strane je izraz koji je izravno povezan s (4.8) definicijom vektora
polozaja CM. KoriStenje osnovnih pravila deriviranja za odredivanje brzine i ubrzanja
nam daje sljedece izraze za brzinu i ubrzanje CM za opcenito tijelo:
P dimiti - > Gi
m = N r m i
koje mozemo uvrstiti u jednadzbu gibanja za sistem Cestica te dobivamo vrlo vaznu
jednadzbu koja opisuje gibanje CM za bilo koji sistem Cestica (ukljucujuéi i kruta tijela):

F, =Ma,, (4.11)

koji ima matematiCki oblik istovjetan originalnom obliku 2. Newtonova zakona za poje-
dinu Gesticu. FiziCki smisao ovog rezultata je da se CM nekog tijela giba kao ¢estica
mase M &iji polozaj odgovara poloZaju CM tijela pod utjecajem sile F, koja je vektorski
zbroj svih VANJSKIH sila na sistem. Posebno je vazno primijetiti da ovaj rezultat vrijedi
za sve sisteme Cestica, bez obzira na njihov broj i sloZenost sila koje djeluju na njih
(vanjskih i unutrasnjih).

4.4.2 Moment sile

Prije eksplicitnog razmatranja zakona gibanja pri vrtnji tijela nuzno je uvesti osnovnu
fiziCku velicinu koja je uzrok promjene kutne brzine, ba$ kao $to je sila kod obi¢ne brzine
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b3

Fo

Slika 4.2: Sile djeluju ukupnim momentom sile na tijelo koje se slobodno moze vrtjeti oko tocke O koja
je nepomicna.

u skladu s 2. Newtonovim zakonom (2.14). Nazvat ¢emo ju moment sile i definiramo ju
s pomocu vektorskog mnozenja kraka sile i sile F':

—

F=FxF (4.12)

Vektorsko mnoZenje je definirano tako da je gornji vektor okomit na ravninu zadanu
vektorom polozaja i sile, a iznos mu je dan s:

| —

7| =

7 x ﬁ‘ =rF (4.13)

gdje je F; iznos projekcije vektora sile F na okomicu prema vektoru kraka sile r. Ako je
sila okomita na krak imamo za iznos jednostavno 7 = r F'. S ovom fizickom veliCinom
se izravno susreéemo kod otvaranja vrata, koristenju alata poput klju¢a za vijke i matice,
klijesta ili Skara. Ovu velic¢inu je jednostavno prouciti kod otvaranja vrata (posebno
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teSkih). Vrata su tijelo koje se moze nakon otvaranja vrtjeti oko fiksne osi. Razmislite,
koji je najefikasniji nacin da vrata iz mirovanja stavite u vrtnju obzirom na mjesto gdje
ih rukom gurate: &to blize osi vrinje ili §to dalje? Ako vrata guramo vrlo blizu osi vrinje
mozemo se uvjeriti da i vrata male mase nije lako pomicati. Ovo upuéuje da se s
povecanjem kraka sile povecava efikasnost promjene kutne brzine. Uz to ukoliko silom
djelujemo na rub vrata u smjeru osi vrinje takoder smo neefikasni. U ovom slu¢aju su
sila i krak paralelni te je F; = 0.

Ako na neko tijelo koje se mozZe vrtjeti oko fiksne osi djeluje vise sila kao na slici
4.2 (tocke u tijelu na samoj osi se ne mogu gibati) vrijedi da je ukupna sila na tijelo nul
vektor. Ipak ono ne mora biti u ravnotezi na vrtnju i na njega opéenito moze djelovati
ukupni vanjski moment sile:

T, =T1+Ta+ T3+ ...

U sumi smo ispustili moment sile reakcije osovine ﬁos jer joj je hvatiste u osi, krak sile
je r = 0 tako da je i pripadni moment sile nul vektor (visi sliku 4.2). Ovakva situacija je
vrlo ¢esta u strojevima (npr lezajevi, osovine i sl.) i pokazuje da je dinamika moguca i
kada ukupna sila na protezno tijelo iS¢ezava.

4.4.3 Dinamika vrtnje

Sada mozZemo iskazati temeljni rezultat dinamike krutog tijela. Moment sile uzrokuje
kutno ubrzanje, a to znaci da ¢e se tijelo prikazano na slici 4.2 vrtjeti tako da ¢e mu s
vremenom kutna brzina biti sve veéa i vec¢a. Osnovni rezultat iskazuje sljedeca relacija:
AL
Ty = 1— 4.14
To A7 (4.14)
koji vrijedi ukoliko se moment inercije ne mijenja tijekom vrtnje* i predstavlja Newtonov
drugi zakon za vrtnju.

Pokazuj se da je korisno definirati analognu veli€inu koli€ini gibanja za vrtnju moment
koli¢ine gibanja:

L=1I& (4.15)

“Na isti nadin kao i 2. Newtonov zakon za translacijsko gibanje (vrijedi F' = ma, ako se masa ne mijenja).
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uz koju se moze pokazati da nam daje opcéenitu varijantu 2. Newtonov zakona za vrtnju
(bez ograni¢enja na stalan moment inercije):
L, AL

v T A 41
=7 (4.16)

Tablica 4.1: Analogija vrtnje i translacijskog gibanja.

Vrtnja Translacija

moment sile Te sila F,
moment inercije /3 masa m
moment koliine gibanja L =7x | koli¢ina gibanja | p = mv
kutno ubrzanje =252 | ubrzanje a=%Y
2.zakon Thi= e 2.zakon F =ma

4.4.4 Zakoni o¢uvanja i vrtnja

Jednadzba (4.4) je prvi rezultat koji smo dobili vezan uz vrtnju krutog tijela i energije,
ovdje kineticke energije vrinje.

Primjer 4.7 (G). Stap duljine 1.0 m i mase 200 g je objeSen za osovinu oko koje se
moze kruzno gibati prakticno bez trenja. Ako je Stap postavljen horizontalno (prema
gravitacijskoj sili), a zatim pusten da se zavrti oko osovine (kao na slici 4.3) u okomitoj
ravnini odredite brzinu vrha Stapa kada mu je polozaj vertikalan?

Rjesenje Ovaj problem vrtnje krutog tijela oko ¢vrste osi mozemo rijesiti izravnom
primjenom izraza za potencijalnu energiju tijela (4.10), ZSE (4.10) iz cjeline 3.3.3 koji u
ovom slucaju ima oblik:

1 1
Ky+ Py = 5lw, + Mgy, = Ky + Py = 51w + Mgy,

Uvjeti zadatka su w, = 0, y, = 0. CM Stapa se usmjeru y-osi pomakne za iznos
yr = —L/2 gdje je s L oznacena duljina Stapa. Uvrstavanjem ovih vrijednostii (4.7) za
I dobivamo Zeljenu jednadzbu:

1 1/1
0= §1w§ + Mgy, = Ky + Py = 5 (gMLQ) wi + Mg (—L/2)
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v

Slika 4.3: Vrtnja Stapa oko Cvrste osi za 90 stupnjeva.

iz koje kona¢no dobivamo:

iR = \fg—l‘? = Upeh = Ly = 4/3gL =54m/s

4.4.5 Kotrljanje

Kotrljanje bez proklizavanja je gibanje kod kojeg tijelo oblika valjka vrsi sloZzeno gibanje
koje se sastoji od vrtnje oko osi simetrije uz translacijsko gibanje same osi (CM je na
toj osi) kao §to je prikazano na slici 4.4. Prateéi karakteristi¢nu to¢ku na obodu valjka
P mozemo steéi uvid u sloZenost gibanja pojedinih dijelova valjka. Kada promatramo
kotrljanje bez proklizavanja kvantitativno najvaznije je uspostaviti relaciju pomaka CM i
kuta vrtnje ili odgovarajucih brzina. S pomocu slike slici 4.4 to zapravo nije tesko jer za
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Slika 4.4: Valjak tijekom vodoravnog kotrljanja za cijeli okret i pol. Pratimo gibanje tocke P na obodu
kruga.

pomak CM vrijedi:
e AN,
A cm — Al =
Tem = RAO = —5= = B
gdje je s Ax,.,, oznaten pomak centra mase, a s Af kut koji prebri§e polumjer u vrtnji
tijekom pomaka CM. Kada izraz podijelimo s proteklim vremenom dobivamo vrlo vaznu

relaciju:

Wong == 00 (4.17)

koja predstavlja geometrijsko ogranicenje kotrljanja i daje nam klju¢nu kvantitativhu
vezu linearne translacijske i kutne brzine pri ovakvom gibanju.

Da bismo opisali gibanje bilo koje toCke na valjku pri ovakvu kotrljanju korisno ga je
promotriti iz dva sustava. Prvi (LAB) vezan uz podlogu u kojem gibanje izgleda to¢no
kao na slici 4.4 i drugog (ROT) u kojem CM valjka miruje. U ovom drugom gibanije je
jednostavno vrtnja oko ¢vrste osi. Ukoliko iskoristimo relaciju (2.9a) moZemo za bilo
koju toCku napisati da je njena brzina promatrana iz LAB sustava povezana s brzinom
u ROT sustavu sliedeéim izrazom:

Vi,LAB = Uem + Ui ROT

dakle gibanje bilo kojeg djelica valika mozemo rastaviti u dvije komponente: brzinu i
gibanje CM cijelog tijela plus relativno prema CM v; por koja predstavlja vrtnju kao da
translacije nema. Jedna od vaznih posljedica gornjeg izraza je da je, promatrano iz
LAB sustava, to¢ka dodira na valjku i podloge ima brzinu 0 jer se CM giba desno brzi-
nom v.,, = Rw, a tocka dodira u odnosu na CM brzinom v, = —Rw sve, naravno, u

95



4.4. ZAKONI GIBANJA POGLAVLJE 4. PRIMJENA NEWTONOVIH ZAKONA

horizontalnom smjeru. Ovo razmatranje smo proveli samo zato da potvrdimo samu su-
stinu uvjeta bez proklizavanja koji znaci upravo da se valjak na dodiru ne giba relativno
prema podlozi. Istim postupkom moZemo se uvjeriti da se to¢ka na vrhu valjka giba
brzinom v, = 2Rw = 2v,,, paralelno i u istom smjeru kao i CM.

Primjer 4.8 (G). Valjak se spusta niz kosinu s visine 1.20 m bez proklizavanja. Kolika
je translacijska brzina centra mase valjka na dnu kosine?

Rjesenje Problem ukljuCuje slozeno gibanije tijela kao u Yo-Yo primjeru 4.9, a to znaci
da moramo uzeti u obzir: translaciju, vrtnju i vanjsku gravitacijsku silu. Obzirom da na
kosini gravitacijska sila utjeCe na gibanje znatno sloZenije od primjera 4.9 ovdje ¢emo
krenuti drukéijim pristupom. Upotrijebiti éemo izraz za potencijalnu energiju tijela (4.10)
te ZSE iz cjeline 3.3.3 koji u ovom sluc¢aju ima oblik (3.11) kao u primjeru (4.7), uz
ukljuéenje translacije:

1 il 1 1
§Mvgm,p =i 5]&)‘1% ER ngp = Kk EE Pk = §Mvgm,kz a5 51(“).%‘ i ngk

i predstavlja ukupnu energiju koja se ne mijenja tijekom gibanja. Uvrstavanjem vrijed-
nosti za moment inercije valjka (4.5):

K,+ P, =

1/1 Vemok \ 2 4
My (yp — ) = Mg Ay = M2, + o (SMr? ) (225)7] x —
9 = ) = Mg By = 5Mve, .+ 3 (2 g ) r )| 3M
gdje smo uvrstili Ay = y, — yx, v, = 0m/s te vezu obodne brzine pri kotrljanju valjka
bez proklizavanja i kutne brzine v.,, = rw koja je izravna posljedica veze kod kruznog
gibanja (2.12). Nakon sredivanja dobivamo:

3

Primijetimo da bi u slu¢aju klizanja bez trenja imali samo translacijsko gibanje konac-
nom brzinom nesto vecom od prethodne:

4 4
—g Ay = v?mk = Vil = \/5(9.80 m/s?)(1.2m) = 3.96 m/s

2

UC m.

r=29Ay

jer se u ovom sluc€aju promjena potencijalne energije ne dijeliizmedu vrtnje i translacije.
-4

Primjer 4.9 (Yo-Yo i gibanje). Promotrite Yo-Yo veéeg polumjera I i manjeg r koji je
postavljen na ravnu horizontalnu povrsinu (vidi sliku 4.5). Nit namotana na unutarnji
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bubanj polumijera r povlagi se vanjskom silom pod odredenim kutom ¢#. U kojem smjeru
se giba centar mase (CM), ako znamo da se srediste giba jednoliko, a kotrljanje je bez

proklizavanja.
R I
W
r

Slika 4.5: Yo-Yo FBD s geometrijskim znaajkama.

Rjesenje Postavimo sustav tako da je x-0s na pravcu koji prolazi kroz centar mase
i paralelna je s podlogom kao na slici koja prikazuje FBD na slici 4.5. Obzirom da
se Yo-Yo giba i vrti jednoliko pod zadanim uvjetima znamo da vrijede uvjeti dinamicke
mehaniCke ravnoteze. Za gibanje centra mase vrijedi:

0=Fr+ fi+i+ Fg
gdje je Fr napetost niti, f_f’ sila trenja, 7 normalna sila i Fg gravitacijska sila. Gornji

vektorski izraz mozemo zapisati u odabranom koordinatnom sustavu prema kompo-

nentama.
x0s: 0= Frcos(d) — f;

yos: O0=n—Fg

i za vrinju:
0=rx Fiension + R x Ffr?lct?lon

§to mozemo zapisati u koordinatnom sustavu s pomocu, jedine netrivijalne, kompo-
nente z osi
zos: O0=rEkr—Rf;
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S pomocu ove relacije mozemo eliminirati f; iz relacije za gibanje CM u smjeru osi x:
x0s: 0= Fpcos(f)) — %FT = (cos(0) — %)FT

Vidimo da jednakost vrijedi ako je cos(f.) = % i to je upravo graniéni slucaj pri kojem

gibanje Yo-Yoa mijenja smjer ukoliko se vrijednost kuta mijenja od kuta ne$to manjeg

od f. do nesto veceg. Odavde mozZemo zakljuciti da predznak ubrzanja ovisi 0 samo o

kutu @ i geometriji na nacin da ukoliko imamo cos(#) >  brzina se povecava u desno

(pozitivni smjer osi x) i lijevo ukoliko je cos(#) < %.

U ovom slu€aju nam je pojednostavljena analiza slu¢aja jednolikoga gibanja bila
dovoljna da bismo dali odgovor na postavljeno pitanje. Kompletan opis s kvantitativho
odredenim ubrzanjima je znatno slozeniji i ukljuCuje nelinearno ponasanje trenja koje
povecanjem iznosa Fr dodatno prelazi iz statiCkog u trenje klizanja. -«

Primjer 4.10 (G). Diesel motor razvija 90 kW snage pri 2000 okr/min. Koliki moment
sile se razvija u tom slu¢aju na osovini?

Ako motor prenosi svoju snagu putem zupc€anika polumjera 23 cm i ako dva zuba
istodobno sudjeluju podjednako u prijenosu sile na drugi zupcanik, odredite kontaktnu
silu na dodiru zubaca.

RjeSenje Kutna brzina u ovom sluéaju izrazena u red/ s iznosi:

27 rad/okr
= (2000 ok n)—————— = 209rad
w= okr /min) 605 fmin rad/s
prema tome je ukupni moment sile:
4
_P_9WW g Nm
w  209rad/s

Kako je 7 = rF' ukupna sila je:

po T _BINm ey

P 0.23m

i kako zup€anici s dodirom dva zubca sila po svakom iznosi F, = F//2 = 936 N. <

Primjer 4.11 (G). Dva diska (20 i 40 kgm?), jedan iznad drugog, se slobodno vrte
oko iste osi bez trenja u suprotnom smjeru razli¢itim kutnim brzinama (30 i -25 rad/s).
Os je postavljena okomito na tlo i u jednom trenutku se gornji oslobodi i pusti da padne
na donji. Zbog trenja povrsina koje su u dodiru diskovi se slijepe.
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1. Dokazite da u ovom sustavu vrijedi zakon oCuvanja ukupnog momenta koli¢ine
gibanja.
2. Odredite kutnu brzinu sistema nakon &to se diskovi potpuno slijepe.

Rjesenje Vanjske sile (gravitacija i normalna sila nemaju moment sile oko osi vrtnje)
ne doprinose momentu sile oko zadane osi vrinje tako da je jedini moment sile na
diskove posljedica sile trenja izmedu ploha diskova nakon §to se slijepe. Prema trecem
Newtonovu zakonu sile na diskove su istog iznosa, ali suprotnog predznaka

Tap = —Tpas = A(lpwp) = AtTap = —At 74 = A(Jawa)
odavde dobivamo da je:
0=Alawaq) + A(lpwp) = ALs+ ALp
§to znaci da je ukupni moment koli¢ine gibanja stalan:
Liot = konst = Ly + Lp = ({awa) + (Ipwg)
Dokazana relacija se izravno moze iskoristiti u ovom slu¢aju jer ukupni moment ko-
li¢ine gibanja prije i poslije sljiepljivanja isti:

I )
(Tawa) + (Ipwp) = (Ia + Ip)wp = wy = (lawa) + (Ipwp)
IA+IB

gdje smo iskoristili aditivnosti momenta inercije koji je hakon spajanja jednostavno zbroj
pojedinih za svaki disk. Uvrstavanjem vrijednosti fiziCkih veliCina dobivamo konacni
rezultat:

(20kg - m?)(30rad/s) + (40 kg - m*)(—25rad/s)

— —6.67rad
(20 kg - m?) + (40 kg - m?) radjs

Wr =

<

Primjer 4.12 (G). Kliza¢ se vrti 1.0 okr/s tako da je pri vrtnji njegov moment inercije
2.4 kg m?. U odabranom trenutku privuce ruke uz tijelo i smanji moment inercije na 1.2
kg m?. Kolika je nova kutna brzina?

Koliki je rad obavljen pri mijenjanju momenta inercije?
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Rjesenje Za odredivanje kutne brzine mozemo iskoristiti zakon oCuvanja momenta
koli¢ine gibanja:

I I I, 2.4kg-m?
— é W = =Wy = ————
P &k k 5 1.2 kg-ri?

) (Lokr/s) =2 okr/s

Ovdje je vanjski moment sile na kliza¢a zanemariv, jer za gravitacijsku i normalnu silu
moment sile iS¢ezava oko osi vrtnje, a moment sile trenja izmedu klizaljke i leda je
zanemariv zbog malog kraka i vrlo niskog koeficijenta trenja led/Celik. Rad obavljen
u svrhu promjene momenta inercije je prema TRKE za kruto tijelo jednak promjeni
kineti¢ke energije koja prema izrazu u zadatku ima iznos:

1 1 1 il
Wy = AK = Sl — STy = 5 (Irdwn — 5 (hp)wp = 5 L{wr — wp)
]
= 5(2.4 kg - m?®)(27 rad/s) [(47 rad/s) — (2w rad/s)] = 47 J
gdje smo kutnu brzinu iskazali u odgovaraju¢im mjernim jedinicama rad/s $to je oba-
vezno da bi rezultat iskazali u J. W, je rad koji obavi klizac. -
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4.5 Ravnoteza, elasticnost i struktura tvari

Dva izvedena oblika Newtonovih zakona (4.11) i (4.14) primijenjeni na kruto tijelo u slu-
¢aju mirovanja prelaze u poseban oblik u kojem su sva ubrzanja nula. Prema tome
rieSavanje problema vazne grane inZzenjerstva koji nazivamo statika ukljucuje dvije vek-
torske jednadzbe za ukupnu vanjsku silu te vanjski moment sile:

O0=F, 0=7IL., (4.18)

gdje je s I'..; dan moment sile® koje potpuno odreduju rjeSenje u ovom grani¢nom
slu¢aju. Ipak vektorske jednadzbe su zapravo sustavi vezanih jednadzbi tako da u
sloZenim situacijama problem moZe postati tehnicki vrlo zahtjevan.

Prvi oblik deformiranja dobijemo kada predmet uévrstimo na jednom kraju, a drugi
izloZimo vanjskom opterecenju izrazenom silom F'. Proces istezanja prestaje kada se
unutrasnje sile koje se opiru produljenju izjednacCe s vanjskom. Jednoosno naprezanje
definiramo omjerom vanjske sile i povrdine na koju djeluje. Pri vrlo malim promjenama
duljine veza izmedu bezdimenzionalnog produljenja ¢ = AL/L je linearna i opisana
Hookovim zakonom kao i u slucaju elastiCne opruge. Youngov modul je mjera elasti¢-
nosti pri jednoosnoj promjeni duljine pri istezanju, a definira se kao omjer:

_ F/A _ 9 _ naprezan:]-e (4.19)
AL/L e  deformacija

uz oznake kao na slici 4.6 lijevo.

Drugi tip deformacije nastaje kada na jednu stranicu djeluje sila paralelno s povrsi-
nom, a suprotna stranica kvadra je fiksirana drugom silom istog iznosa, ali suprotnog
smjera. Ovakvo naprezanje se naziva posmi¢no. Modul smicanja za elastiCnost oblika
se definira sljede¢im izrazom:

_ Fs/A  Fs/A  posmicno naprezanje

¢ = Axz/h  tanf  posmiéna deformacija

(4.20)

uz oznake kao na slici 4.6 desno. Kod metala i legura obicno je kut 5 vrlo mali pa
se obi¢no koristi sliede¢a formula tan 3 ~ [ gdje je kut izrazen u radijanima. Da

SOvdje mijenjamo dosadasnju oznaku za moment sile 7 jer se u podrugju elastitnosti materijala ona koristi za posmitno
naprezanje. Ovo je Cesta pojava u fizici da istu fizicku veli¢inu ozna¢avamo razli¢ito u razli¢itim podrué¢jima. Ona je doslovno
uzrokovana nedostatkom odgovarajucih znakova.
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1

P

A - povrsina ===~ |

I —Fg |
Slika 4.6: Dva osnovna tipa odnosa naprezanje/deformacija: istezanje (lijevo) i smicanje (desno).

bismo se uvjerili u preciznost ovog pristupa usporedimo tangens i kut u radijanima za
B =1°=7/180rad. |zratun pokazuje da je relativna preciznost:

‘W‘ — 1.0 x 10~

dakle pogreska za male kutove |3| < 1° iznosi manje od 0.01%.

Vla€na Cvrstoca (UTS od ultimate tensile strength) pri jednoosnom istezanju se de-
finira kao omjer:
FTH
Rm - A_(]
gdje je I, maksimalna sila naprezanja tijekom standardnog vlacnog eksperimenta (jed-
noosno istezanje), a A, povrsina presjeka prije naprezanja.

(4.21)

Treéi oblik naprezanja se dobije kada na tijelo u mehanickoj ravnotezi djeluju sile
tako da su okomite na sve plohe tijela. Ovakva raspodijela sila na tijelo nastaje pri
uranjanju tijela u bilo koji fluid. U ovom slu¢aju dolazi iskljuCivo do promjene volumena,
bez promjene oblika. Volumno naprezanje definiramo kao omjer okomite komponente
sile i povrsine, a u ovom slucaju se naziva tlak. Pripadna deformacija je omjer promjene
i pocetnog volumena AV/Vj. Kao i u prethodnim primjerima za vrlo male deformacije
vrijedi Hookeov zakon s pripadaju¢im modulom elasti¢nosti. Volumni modul (BM od
bulk modulus) pri tlacenju se definira kao omjer:

PR 4 (4.22)

AV,

gdje je p tlak, a V;, volumen prije naprezanja. Recipro¢na vrijednost volumnog modula
se naziva stlacivost K = 1/B.
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Slika 4.7: Greda s teretom ovjeSena Celicnim uZetom sa zadanim kutom. Gore desno je i prikaz dija-
grama slobodnog tijela u komponentama (FBD).

Elasti¢nost pri torzijskoj deformaciji opisujemo Hookovim zakonom u obliku:
I'y=—kx6 (4.23)

gdje je s I', dan moment sile Stapa koji je odgovor materijala na vanjsko opterecenje
torzijom. Torzijska konstanta pri odgovaraju¢em opterec¢enju Stapa oblika valjka:
Grl

=T — 4.24
K ﬂ-QL ( )

gdje je S modul smicanja, » polumjer presjeka, a L duljina Stapa.
Nekoliko zadataka ¢e u dijelu predstaviti i primjenu tehnika konverzije mjernih jedi-
nica koje upravo u podrucju materijala pokazuje veliku raznolikost obzirom na konkretnu

zemlju i pravnu legislativu vezanu s mjeriteljstvo. Ovdje se napominje da je rad s mjer-
nim jedinicama bez teSkoca jedna od najvaznijih kompetencija inzenjerske profesije.

Primjer 4.13 (S). Homogena horizontalna greda duljine 8.00 m, tezine 200 N je pri¢-
vr§¢ena za zid klinom. Ako je kraj grede suprotno od zida dodatno povezan sa zidom
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kablom pod kutem 53.0° kao na slici 4.7. Uzmite da osoba tezine 600 N stoji na 2.00 m
od zida, odredite napetost kabla i vektor sile kojom zid djeluje na gredu. Sto se dogada
s napetoséu kabla i silom reakcije zida na gredu ukoliko se osoba dodatno udalji od
zida prema drugom kraju?

Rjesenje Promotrimo ovaj problem tako da procijenimo $to bi se desilo ukoliko osoba
krene polako od zida do zadane pozicije na gredi. OCekujemo da ¢e napetost u Celi¢-
nom uzetu rast obzirom da se povecava krak pa prema tome i moment sile na gredu.
Prvi korak kao i obi¢no je popis svih sila koje djeluju na gredu te postavljanje uvjeta sta-
ticke ravnoteze (4.18), a prikazan je na slici 4.7 desno. Ukoliko postavimo ishodiste 2D
koordinatnog sustava na mjesto klina koji povezuje gredu i zid primjenom prvog uvjeta
statiCke ravnoteZze u komponentama mozemo pisati:

0= Z F, = Rcos(f) — T cos(a)
0= Z F, = Rsin(f) + T'sin(a) — wy,y — Wy,

uz L = 8.00m, a = 53.0°, w, = 600 N i w, = 200 N. Kako su u ovom sustavu nepoz-
nanice R, T'i 6 ovaj sustav ima beskonacno puno rjeSenja dok realna situacija dozvo-
ljava postojanje samo jednog. Dodatni uvjet ravnoteze, onaj za vrtnju, nam osigurava
dodatnu jednadzbu i on, zbog pogodnog izbora osi oko koje éemo raCunati momente
sila (okomito na ravninu kroz ishodiste 2D sustava), ima osobito jednostavan oblik:

0=) T.=LTsin(a) — (L/4)wyy, — (L/2)w,,
0= T.=(8.00m)Tsin(53.0°) — (2.00m)(600 N') — (4.00m)(200 N)

jer je razvezana od prethodne dvije te nam omogucava izravno odredivanje napetosti
T = 313 N. Uvrstavanje ove vrijednosti u prve dvije jednadzbe daje sljedeci sustav:

188 N = Rcos(8)
550 N = Rsin(6)
odakle dijeljenjem dobivamo kut:

550 N .
Ostaje nam odrediti iznos reakcije zida na gredu:
188 N
— = —— N
cos(71.1°) 080
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Slika 4.8: (a) Resetkasti nosac - primjer konstrukcijskog riedenja za mostove. (b) FBD sila koje djeluju
na mjestima spoja greda.

D |

Primjer 4.14 (S). Krovovi, mostovi i druge strukture moraju biti i Cvrste i lagane tako
da se ¢esto izraduju kao reSetkasti nosaci sli¢ni prikazanoj na slici 4.8. Zamislite da pri-
kazana struktura predstavlja dio mosta. Pretpostavljamo da su strukturne komponente
spojene klinovima u svakom zglobu. Takoder pretpostavljamo da je cijela struktura
slobodna na horizontalni pomak jer je samo oslonjena na dva nosa¢a. Oni omogu-
¢uju pomicanije natrag i naprijed da se ne stvara naprezanje uslijed toplinskog Sirenja i
stezanja. Pretpostavljamo da je masa konstrukcije mosta zanemariva u usporedbi s te-
retom. U ovoj situaciji, sila svakog od Stapova (kosnici) na klinove u Sarkama je vla¢na
ili tlacna usmjerena njegovom duljinom. Izracunajmo silu u svakom $tapu kada je na
most postavljen teret tezine 7 200-N u sredistu. Racun ¢emo obaviti promatrajuci sile
koje djeluju na klinove.

Rjesenje U ovom primjeru ¢emo uvesti drukéije znacenje uobitajene notacije za silu
tako da ¢e nam oznaka F 5 oznaGavati silu kojom greda A B djeluje na klin u toCki A i
na isti nacin za sve oznacene tocke na slici 4.8a gdje smo ujedno prikazali i FBD 4.8b
uz # = 30° i W = 7200 N. Za pocetak ¢emo iskoristit uvjet ravnoteze cijele strukture u
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vertikalnom smjeru koji glasi:
O:ZFy =ng+ng—mg = 7200N =ny+np
zatim postavljamo uvjet ravnoteze na vrtnju oko osi kroz toCku A:
0=Y"T = Lng — (L/s)(mg) = ng = % = 3600 N

gdje smo uvazili Sirinu strukture mosta L = 50 m. Raun mozemo ponoviti za os oko
toCke FE, ali je iz zrcalne simetrije strukture jasno da je takoder n4 = % = 3600 V.

Sada ¢emo analizirati vertikalni smjer sile u to¢ki A pri ¢emu ¢emo pretpostaviti da
je greda A B sabijena® pa prema tome je y-komponenta te sile u A negativna. Uvjet je:

0=) F,=ns— Fapsin(30°) = Fyp=T200N
¢ime je ujedno potvrdena pretpostavka o sabijenom stanju ove grede.
Sada ¢emo odrediti napetost grede I4¢ uvjetom ravnoteze u takoder u tocki A gdje

¢emo pretpostaviti da je ona u stanju istezanja te je sila u smjeru desno kao i na FBD-u
(slika 4.8b):

0= F,=Fyc— Fapcos(30°) = Fyc=6200N

Kao i u slu¢aju ukupne ravnoteze u vertikalnom smjeru na osnovu zrcalne simetrije
pretpostavljamo Frp = Fop i Foa = Fop $to znatno ubrzava izradun’ tako u toéki C'
(pretpostavljamo da je C'B u stanju istezanja)

0= F,=2Fpsin(30°) — (7200 N) = Fop = 7200 N
Kona&no mozZzemo postaviti uvjet za ravnotezu u tocki B horizontalno:

0= F,=Fpgacos(30°) + Fyc cos(30°) — Fpp
= Fpp =2(7200 N) cos(30°) = 12000 N

tako da je opterecenje najvece u gornjoj gredi BD za koju treba predvidjeti najjacu
izvedbu u materijalu i obliku. Napominjem da ovo nije jedini nacin kako se moze rijesiti
ovaj problem no moZda je najjednostavniji. Citatelja ne treba zabrinjavati ukoliko isti
rijesi drukcijim izborom toc¢aka i redoslijedom izracuna. B

5Ukoliko to nije tocno veé je ta greda istegnuta u ovoj strukturi dobit éemo negativni rezultat za iznos sile koji éei dalje biti
to¢an tako da u ovom trenutku zapravo ne trebamo brinuti 0 konaénom rezultatu.
"Mogli bismo racunati i bez pomoéi simetrije te bismo dobili isti rezultat uz znatno slozeniji izracun.
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Primjer 4.15 (E). Bakrena zica kruznog presjeka duljine 3.0 m i promjera 4.0 mm
ima Youngov modul E = 1.18 x 10! Pa i elasti¢nhu granicu materijala pri naprezanju
1.58 x 10® Pa.

1. Odredite elasti¢nu konstantu k, ako zZicu shvatimo kao elasticnu oprugu.
2. Koliku je napetost potrebno izazvati u Zici da ju produljimo za 1.50 mm?
3. Da li ova sila premasuje navedenu elasticnu granicu ove zice?

Rjesenje Ovajzadatak se rjeSava izravnim uvrsStavanjem u formule i definicije pojedi-
nih fizikih veli¢ina.

1. Krenemo od definicije Youngova modula (slika 4.6 lijevo):

F/A EA
= m == = TAL
pa usporedbom F = kx dobivamo k& = % uz x = AL. Povrsina kruznog pre-
sjeka je:
nd? _3.14(4.0x 10~3m)?
4 4
Uvrstavanjem dobivamo:

(1.18 x 10" Pa)(1.26 x 107> m?)
3.0m

A= =1.26 x 107> m?

k= = 4.96 x 10° N/m

2. Oznag¢imo napetost u Stapu s 7. Kako je za linearni elasti¢ni slu¢aj T' = kx
izravnim uvrstavanjem dobivamo:

T = (4.96 x 10° N/m)(1.50 x 10 m) = 743 N

3. Iz prethodnog dijela zadatka:

T 743 N
== = =59x%x 10" P
= AT T x 10 00 X 10 P
pa prema tome dobiveno naprezanje ima vrijednost znatno nizu od elasti¢ne gra-
nice.
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<«

Primjer 4.16 (E). Kolika je sila potrebna da se probusi rupa promjera 1.3 ¢m u Ce-
liénoj plo¢i debljine 3.2 mm, ako je posmi¢na &vrstoéa na smicanje materijala 2.8 x
10% N/m?? Izrazite silu i u Ibf®, ako je 1 Ibf = 4.45 N?

Rjesenje Posmitnom naprezanju je izloZzen plast valjka kojem je baza rupa, a visina
odgovara debljini lima. Sila koja posmi¢no napreze lim je uzrokovana momentom sile
kojim svrdlo za buSenje djeluje na kruznu povrSinu lima koju zahvaca. Povrsina koju
promatramo iznosi:

A=7dh=7(1.3x10%m)(3.2x 1073 m) = 1.3 x 10" m?

Kako je minimalno posmi¢no naprezanje za kidanje Celika:

F
(Z) = 2.8 x 10° N/m?

u sluéaju buéenja rupe potrebno je osigurati sila:

F> (%) A=(2.8x10° N/m*)(1.3 x 10" m?)

1ibf
445N

=36x10"'N=36x10'N 8.1 x 10* Ibf

<4

Primjer 4.17 (E). U mnostvu problema koji ukljuCuju dizajniranje struktura je potrebno
odrediti geometrijske znacajke da bi se zadovoljili zahtjevi za mehani¢ko naprezanje
tijekom primjene. Pretpostavimo da Zelimo koristiti Celicni Stap za noSenje tereta tezine
10000 Ibf. Odredite minimalan promjer potreban da izdrzi teret ako je UTS (vlatna
¢vrstoca) za celik 1200 MPa.

Rjesenje UTS R,, i sila F}, (ovdje tezina tereta) iz izraza (4.21) nam daju uvjet za
minimalnu povrsinu presjeka. Nejednakost dobijemo tako da nametnemo ograni¢enje
na opterecenje ¢eli¢nog Stapa:

d2
Fm < Rm AO - Rmﬂ-T

8|bf oznatava pound-force mjernu jedinicu za silu koju Gesto koriste inZenjeri u anglo-saksomskim drzavama (npr u
English Engineering units sistemu).
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Algebarskim preuredenjem mozemo dobiti za promjer Stapa (uz sigurnosni faktor 1/2,
obzirom da Celik nije skup, za kriticno opterecenje uzmimo 1200 M Pa/2 = 600 M Pa)
sljede¢u nejednakost:

g /4_AO> [AF, _ 4 x 101 Ibf i8S
u ™| 7 (600 x 108 N/m2) x (1450 x 10~ B4)

N/m?

U praktiCnoj primjeni ne postoji ova dimenzija, ali je uobi¢ajena vrijednost 3/8in =
0.3751n zadovoljavaju¢a obzirom na visoki sigurnosni faktor koji smo koristili pri ocjeni.

U izraCunu smo iskoristili konverzijski faktor N/m? — [bf/in? koji smo odredili
standardnim postupkom:

1IN 0.22481bf
IN/m? = = =14 1074 1bf Jin?
/M= Ay~ BosTamyy A0 X 10 b /i

<

Primjer 4.18 (E). ReciproCna vrijednost volumnog modula se naziva kompresibilnost
k=1/B. Neka je B = 2.3 x 10° Pa.

1. Odredite kompresibilnost vode u 1/atm ako je atm jedinica atmosferskog tlaka na
razini oceana iiznosi 1 atm = 1.013 x 10° Pa.

2. Koliki je tlak, izrazen u atm jedinici, potreban da se odredeni volumen vode smaniji
za 0.1 %°?

Rjesenje Problem rjie§avamo izravnim uvrstavanjem:

1. Konverzija mjernih jedinica se obavlja standardnim postupkom (broj jedan napi-
§emo kao omijer iznosa u razli¢itim mjernim jedinicama):

latm
1.013 x 105 Pa

pa je kompresibilnost k = 1/B = 4.4 x 107° atm ™"

B =2.3x10° Pa = 2.97 x 10* atm

2. Polazimo od (4.22) te imamo:
AV

p=—B = —(2.27 x 10 atm) x (—0.001) = 23 atm
0
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Ovaj primjer zorno prikazuje znacCajku vode da je i za veliki iznos tlakova prakti¢no
nestlaciva $to se ¢esto koristi u praksi pri proracunima.

<

Primjer 4.19 (E). Dvije paralelne sile istog iznosa 6 kN i suprotnog smjera posmicno
deformiraju metalni blok u obliku kocke s bridom 40 cm. Kut smicanja je izmjeren |
iznosi 0.00036°.

1. Odredite posmi¢no naprezanije i deformaciju.
2. Koliko bi iznosio kut smicanja, ako je brid kocke 120 cm?

Rjesenje U ovom primjeru kutija se nalazi u statiCkoj ravnotezi pa imamo kao i na slici
4.6 desno:

1. Izravno iz definicije posmi¢nog naprezanja 7:

F 6.0kN
= = 2 _375kP
T=4 T [0domy STokba

dok je posmicna deformacija:

7 rad

=36x 1071 — 6.28 x 1076
p 8 130 8

Modul smicanja iznosi G = (37.5 kPa)/(6.28 x 107%) = 6.0 GPa

2. Ako sila ostaje ista, a povrsina se poveca 9x (brid je povecan 3x), zbog toga sto
S ostaje isti posmiéna deformacija se isto toliko smanjiphi 5’ = 3/9 = 4.0 x 10°
stupnjeva.

<«

Primjer 4.20 (E). Celi¢na osovina motora ima promjer 5.0 cm i duljinu 3.0 m. Celik od
kojeg je napravljena ima modul smicanja 84 GPa.

1. Odredite torzijsku konstantu osovine.
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Slika 4.9: Cest tip spoja drvenih komada lijepljenjem jezidac-utor postupkom.

2. Ukoliko se jedan kraj ucvrsti, koliki moment sile uzrokuje torziju 22°?
Rjesenje Izravnom primjenom izraza za torzijsku konstantu (4.24):

10 4
o (B4X10°Pa)00Bm)
2(3.0m)

Koristenjem (4.23) mozZzemo izravno odrediti vanjski moment sile I' koji je upravo
I'=—-I', zbog 3. N. z. pa imamo:

I'=x0=(1.72 x 10 Nm)(22° 7/180°) = 6.6 x 10° Nm
<

Primjer 4.21 (E). Dva drvena kvadra spajamo ljepilom kao na slici 4.9 jeziCac-utor
tehnika. Ukoliko je spojeni komad ucvrs¢en nepomi¢no na jednom kraju, a na drugom
je opterecen vlacno silom F procijenite potrebnu dubinu utora da spojeni komad ima
¢vrsto¢u drveta kao da nije lijeplien iz dva komada te ga izrazite u metrima. Rezultat
uz oznake kao na slici 4.9 (h = 2in) izrazite s pomocCu vlacne ¢vrsto¢e za suho drvo
hrasta (o0, = 78001bf/in?) i évrstoée smicanja lijepliena spoja (1. = 1000 Ibf /in?
priblizne vrijednosti).

Rjesenje Opterecenje vanjskom vlacnom silom F' vr§i posmi¢no naprezanje na po-
vrSinama jezi¢ac-utor spoja oblika pravokutnika b x d tako da je posmi¢no naprezanje
(oznake kao na slici 4.9) na pojedinoj povrsini dano s:
F/2
T = —/
bd
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gdje smo uzeli da je crni dio nepomiCan, a poteze se sivi. Dakle, povrsina sloja ljepila
uz crni drveni komad je nepomi¢na, a uz sivi se povlaci svaka sa silom /'/2. Ovdje je
naprezanju smicanjem izloZzen tanki sloj liepila koji prati oblik spoja.

Sila nakon kojeg drveni predmet ovog oblika puca pri jednoosnom viacnom optere-
éenju je Fj. = bh o gdje smo sa o, oznadili kritiéno naprezanje za drvo. Uvjet da se
lijepljeni predmet ponasa kao puno drvo je da kriticna sila £}, ima isti iznos pri smicanju
kao i pri jednoosnom opterecenju:

78001bf /in®
2 x 10001bf /in?
=7.8(2.54 x 1072m) = 0.20m

Fp=bhop=2bdr, = d= h% = (2in)
Te

Primijetite da nam tijekom racuna nije potrebno obavljati konverziju mjernih jedinica za-
danih fizickih veli¢ina osim u posljednjem koraku inCi/metri. Ovo se postize paZljivom
organizacijom izraCuna algebarskih izraza tako da se pojavljuje $to viSe bezdimenzi-
onalnih ¢lanova. <
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Poglavlje 5

Titranje i valovi

"When young Galileo, then a student at Pisa, noticed one day during di-
vine service a chandelier swinging backwards and forwards, and convinced
himself, by counting his pulse, that the duration of the oscillations was inde-
pendent of the arc through which it moved, who could know that this discovery
would eventually put it in our power, by means of the pendulum, to attain an
accuracy in the measurement of time till then deemed impossible, and would
enable the storm-tossed seaman in the most distant oceans to determine in
what degree of longitude he was sailing?"

- Hermann von Helmholtz, s David Cahanom (1995). “Science and Culture:
Popular and Philosophical Essays”, p.93, University of Chicago Press

5.1 Titranje

Sustavi tijela Cije je gibanje prostorno ograni¢eno i ponavljaljajuce tijekom vremena oko
ravnotezne toCke se nazivaju oscilatori. Postoji bezbroj razliitih naCina da se ostvari
takvo gibanje, a svima je zajednicko postojanje ravnotezne tocke oko koje se oscila-
torno gibaju i periodiCnost - postojanje vremena nakon kojeg se gibanje ponavlja (po-
navlja se i polozaj i brzina). Prototip takvog gibanja je tijelo na podlozi bez trenja pricvr-
&¢eno za zid elastichom oprugom, a to je ujedno i najjednostavnije oscilatorno gibanje.
U tom slucéaju je sila odgovora elasticne opruge na sabijanje/istezanje proporcionalna
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pomaku iz ravnoteznog polozaja x:
¥, = —kx (5.1)

gdje je s k opisana konstanta opruge koja mijeri jakost odgovora (veéi k tvrda opruga
i obrnuto). U izrazima koji slijede pogodno je uvesti kruznu frekvenciju za sistem

bez trenja

Slika 5.1: Prototip jednostavnog harmoni¢kog oscilatora (JHO).

prikazan na slici 5.1 sljedeéim izrazom:

W= qf— (5.2)

Time smo dobili tipicnu diferencijalnu jednadzbu koja matematicki predstavlja uvjet u
kojem je nepoznanica funkcija za razliku od obi¢nih gdje je nepoznanica samo broj.
d*x
0=m—+k 8.3
m T o+ K (56.3)
RjeSavanje ove jednadzbe je standardni matematiCki postupak koji ovdje necemo po-
sebno obrazlagati jer nas zanima samo konacno opce rjeSenje. Funkcija koja opisuje
jednostano 1D harmonicko titranje i rieSava diferencijalnu jednadzbu (5.3) ima sljededi
opcCi oblik:

z(t) = Acos(wt + ¢) (5.4a)
vz(t) = —wAsin(wt + ¢) (5.4b)
az(t) = —w?Acos(wt + ¢) (5.4c)
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gdje smo odmah napisali i eksplicitne izraze za brzinu i ubrzanje. Ukoliko ove izraze uvr-
stite u (5.3) moZzete se uvjeriti da zadovoljavaju jednadZbu neovisno o vrijednostima A
i ¢ koji ovise o po&etnim uvjetima specificnog slu€aja. Vrlo &esto se promatra specijalni
slucaj kada se tijelo na pocetku izmakne za neki iznos A iz ravnoteznog polozaja te se
pusti u titranje. U tom slu¢aju imamo ¢ = 0 te dobivamo jednostavni bezdimenzionalni
argument trigonometrijskih funkcija wt koji vrijedi zapamtiti!

5.1.1 Titranje i energija

Elasti¢na sila je konzervativna i s njom je povezana potencijalna energija

1

Pyo = §k9:2 (5.5)

Ukoliko na HO ne utjece niti jedna vanjska sila zakon oCuvanja energije osigurava da
se tijekom titranja ukupna energija ne mijenja:

1 | O | i)

Eno = Kgo + Pro = §mu§ + 5@:3 = §kA2 =5m wiA (5.6)
gdje je A = |z,,4.| amplituda titranja, iz izraza (5.2) smo izveli & = mw?, a posljednje
dvije jednakosti posljedica su Cinjenicom da brzina ima iznos 0 kada je x = A tako da
je u tom trenutku kineti¢ka energija 0. Ovim smo ujedno dobili jednostavan izraz za

ukupnu energiju HO-a.

Primjer 5.1 (O). Tijelo je spojeno s idealnom elasti€chom oprugom.
1. Koriste¢i zakon o¢uvanja energije obrazlozZite zasto je pocetna elongacija (ako je
pocetna brzina 0) ujedno amplituda titranja tijekom proizvoljnog vremena.

2. Pokazite da je iznos maksimalne brzine tijekom titranja v,,,, = +A\/k/midase
postiZze kada je elasti¢na sila nula (obi¢no u ishodistu)?

RjeSenje Koristeci izraz (5.6):
1. Ovo je izravna posljedica navedene jednadzbe jer je u tom slucaju potencijalna

energija maksimalna pa je x = +£A, a v = (. Plus i minus odgovaraju desno/lijevo
od ravnoteznog polozaja tijekom titranja.
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2. Na osnovu istog izraza maksimalna brzina se postize pri maksimalnoj kinetiCkoj
energiji i minimalnoj potencijalnoj, a to odgovara x = 0. Uvrstavanje x = 0 u (5.6)
daje:

1 i k
Ego = —kA? = _mUTQHGT = Umaz = TA4/ —
) e V'm

<«

Izraz (5.6) mozemo formalno preurediti na nacin da ostvarimo vezu brzine i polozZaja
kod HO. 1z izraza izravno slijedi:

i 5 1
- — Z kA% —
5z = 3 5

1 2
T | x =
m

fU2:

k
= (- a?)
m

odnosno konacno:

’UZ:I:\/E\/AQ—LL‘QZZI:LU\/AQ—:EQ (5.7}
m

gdje smo iskoristili definiciju kruzne frekvencije (5.2).

Primjer 5.2 (O). Konstanta opruge SHO se udvostruci. Za koji faktor treba promijeniti
masu tijela priévrséenog za oprugu tako da se:

1. ubrzanje u ishodistu ne promjeni;

2. ubrzanje u x=A ne promjeni;

3. brzina u x=A ne promjeni;

4. period titranja ne promjeni;

uzevsi da je A amplituda titranja.

Rjesenje Prema izrazima koji opisuju harmonicko titranje:

1. ubrzanje u ishodistu je proporcionalno poloZaju x tako da je 0 bez obzira na pro-
mjenu vrijednosti £ ili m;
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2. zax = Aimamo a, = —(k/m)A prema tome udvostruéenje k uvjetuje udvostru-
¢enje mase m;

3. brzinau x = A je 0 tako da promjena k& ne utjeCe na njenu vrijednost;

4. period titranja je funkcija omjera k/m (preko kutne frekvencije oscilatora) tako da
se treba udvostruciti masu m;

Primjer 5.3 (O). Tijelo se giba prema jednadzbi:
#(t) = (4.00m) cos (vt + 1)
Odredite:

1. amplitudu, period i frekvenciju gibanja;
2. brzinu i ubrzanje kao funkcije vremena,;
3. polozaj, brzinu i ubrzanjeut=1s;

4. maksimalnu brzinu i ubrzanje;

5. udalienost poloZzajaut=0sit=1s;

gdje je u formuli ¢ u sekundama, a kut u radijanima.

Rjesenje Polazeciod osnovnog izraza (5.4a) usporedbom dobivamo da je A = 4.00 m,
w=m7rad/si¢ = T. Prematome f = w/(2r) = 0.500 Hz, aperiod T = 1/f =
2.00 s.

Na isti nacin s pomocu (5.4b) i (5.4c)

v, (t) = —(4.00mm/s) sin (ﬂ't + g)

a,(t) = —(4.007* m/s?) cos (ﬂ-t e g)
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Izravno uvrstavanje t = 1.00 s u prethodni izraz za x:

5
(100 s) = (4.00 m) cos (w + g) — (4.007m) cos (%) — —2.83m

v2(1.00 ) = —(4.007 1 /s) sin (w + g) — —(4.007m/s) sin (%ﬂ) — 8.89m/s

5
a,(1.00 ) = —(4.007® m/s*) cos (Zﬂ) =27.9m/s’

TraZzeni pomak dobijemo tako da odredimo polozajiut = 0.00 s:
2(0) = (4.00m) cos (0 + %) — (4.00m)(0.707) = 2.83m
KoriStenjem rezultata za t = 1.00 s konacno imamo:
Az = 2(1.00s) — z(0.00 s) = (—2.83m) — (2.83m) = —5.66m

<

Primjer 5.4 (O). Tijelo mase 0.5 kg je spojeno s idealnom oprugom konstante k =
20.0 N/m. Ako tijelo harmonicki titra horizontalno odredite:

1. ukupnu energiju sistema, ako tijelo titra amplitudom 3.00 cm;
2. kolika je brzina, ako je elongacija 2.00 cm;
3. kinetiCku i potencijalnu energiju, ako je elongacija 2.00 cm;

Kolika je amplituda i maksimalna brzina tijela ako je stavljeno u titranje s x = 3.00 cm,
ali sada s po¢etnom brzinom v = -0.100 m/s?

Rjesenje U ovom primjeru koristimo izraze koje smo izveli u cjelini 5.1.1.

1. Koristenjem (5.6) izravno raCunamo:
1

5(20.0 N/m)(0.0300 m)? =9.00 x 103

1
Eipp = §kA2 =
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2. Ovdje koristimo (5.7):

k
v==4 (A2 — z2)

m

20.0 N/m
=44/ ————[(0.0300m)% — (0.0200m)?] = +£0.141
\/ 2 00300 m)? — (0.0200m s

Pozitivni i negativni predznak oznacavaju moguce smjerove gibanja tijela (desno
ili lijevo, kao na slici 5.1).

3. Koristenje prethodnih rezultata nam izravno daje:

1 1
Kro = §mvg = 5(0.500kg)(0.141 m/s)* =5.00 x 107°J
1 1

Pyo = §m~2 = 5(20.0N/m)(0.0200 m)? =4.00 x 107%.J

Primijetite da je osigurano F;,; = Kyo + Pgo kako i treba biti prema (5.6).

<

Primjer 5.5 (O). Cestica se vrti jednoliko po kruznici polumjera 3.00 m stalnom kut-
nom brzinom 8.00 rad/s. U t=0 s Cestica ima x koordinatu 2.00 m i giba se u desno.

1. odredite funkciju ovisnosti x koordinate o vremenu;

2. odredite x komponentu brzine i ubrzanja za bilo koji trenutak;

Rjesenje U ovom primjeru koristimo skup izraza (5.4). Obzirom da je u podacima
kruzna frekvencija zadana mozemo iskoristiti (5.4a):

xz = Acos(wt + ¢) = (3.00m) cos(8.00t + ¢)

Prema uvjetu zadatka imamo:

2.00
2.00m = (3.00m) cos(8.00t + ¢) = ¢ = cos ' ( m)

3.00m

Ovdje je potrebno oprezno odrediti inverz funkcije cos. Naime, postoji beskonaéno
kuteva danog kosinusa i ako bismo ovdje odabrali rijeSenje koje Cesto ponudi kalkulator
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¢ = 0.841rad tada bi z = (3.00m) cos(8.00¢ 4 0.841) znacilo da se u t = ( Cestica
giba lijevo $to je suprotno uvjetu problema. Prema tome (matematicki jednakovrijedan)
odabir ¢ = —0.841 rad osigurava trazeno pona&anje te imamo konaé&no rjeSenje:

x = (3.00 m) cos(8.00t — 0.841)

Odredivanje izraza za brzinu i ubrzanje jednostavna je primjena izraza (5.4b) i (5.4c)
pa tako za brzinu imamo:

vy = —(3.00m)(8.00rad/s) sin(8.00¢t — 0.841) = —(24.0m/s) sin(8.00¢ — 0.841)
dok za ubrzanje vrijedi:
ay = —(3.00m)(8.00 rad/s)* cos(8.00t — 0.841) = —(192.0m/s%) cos(8.00t — 0.841)
<«

5.1.2 Njihala

Slika 5.2: Prototip jednostavnog matemati¢kog njihala. € je gravitacijska sila, a T je napetost niti.

Gibanje matematickog njihala je opisano jednostavnom inacicom 2. Newtonova za-
kona: 5 5
d St d=6
= —mgsin(#) =ma;=m— =mL—
Z t g ( ) t dtQ dtQ
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gdje smo promatrali tangencijalno gibanje po kruznici i oznacili prijedeni put sa s; = L#
gdje je kut @ dan u radijanima. JednadZbu preuredimo i dobijemo:

2
0= L% + gsin(6)

koja je slicna diferencijalnoj jednadzbi za JHO (5.3), ali ne sasvim jer "smeta" funkcija
sin s desne strane. Zapravo ona komplicira rje§avanje ove jednadzbe toliko da, bez
obzira $to postoji, rjeSenje nije konacan zbroj elementarnih funkcija. Moguée ga je dobiti
kompjutorskim numeri¢kim rjeSavanjem u svakom konkretnom slucaju, ali mi ¢emo se
ovdje odluditi za vrlo vazan posebni slu¢aj malih titranja. Promatramo klasu problema
gdje je amplituda kuta @ tijekom titranja po apsolutnoj vrijednosti takva da mozemo
pretpostaviti (u radijanima)’:

sin(f) = 6 (5.8)
lako na prvi pogled mozemo imati zadrSku prema ovom pristupu kvantitativna analiza

nas moze uvjeriti da tako mozemo promatrati vrlo zanimljive i vazne probleme. Posta-
vimo ograni¢enje da je pogreska manja od 0.5%. to znaci da zahtijevamo

0.005 > ‘Q_S’Tfnw)‘

u blizini ravnoteznog polozaja = 0. Na kalkulatoru lako mozete provjeriti da je to
zadovoljeno ukoliko promatramo titranje tijekom kojih kut zadovoljava:

—10° = —0.187rad < 8 < 0.18rad = 10°

Ako se tijekom titranja javlja kut otklona veci po apsolutnoj vrijednosti od 10° ovo pribli-
Zenje ubrzo prestaje vrijediti i daje neprihvatljive rezultate.

Ukoliko se ograni¢imo na primjere gdje nam vrijedi uvjet (5.8) s dovoljnom preciz-
no$¢u imamo konacno za matematicko njihalo prikazano na slici 5.2:

d’o
0=L— + g0 (5.9)
dt?
"One upoznate s neodredenim oblicima u matematitkoj analizi upu¢ujemo da je ovo priblizenje povezano s dobro pozna-

tim rezultatom 1 = lim =24
0—0
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Ovo je diferencijalna jednadzba matematicki je identi€na onoj za JHO (5.3) tako da i
rieSenje ima isti oblik kao i (5.4):

0(t) = 6y cos(wot + @) (5.10a)
w(t) = —wby sin(wyt + @) (5.10b)
at) = —w?dy cos(wot + @) (5.10c)

uz drukgiji izraz za kruznu frekvenciju (analogne (5.2)):

wy = \/% (5.11)

amplituda 6, titranja je kut, a () konaéno predstavlja kutno ubrzanje.

Slika 5.3: Prototip jednostavnog fizickog njihala. Na tijelo djeluju gravitacijska sila G s hvatistem u teZistu
te reakcija u ovjesistu R. Titranje su uzrokovane momentom sile d x G = d x G, iznosa d(,. Z je jediniCni
vektor koji zadaje smjer okomit na ravninu, a to je smjer momenta gravitacijske sile.
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Period titranja za fizicko njihala mase m je dan sa sljede¢im izrazom:

2 I
T="_op, /|29

5.12
w mgd ( )

gdje oznake slijede 5.3 tako da je /o moment inercije, a d udaljenost tezista i ovjesista.
Ovaj rezultat se dobije iz diferencijalne jednadzbe analogne (5.9) koja modelira gibanje
sistema prikazana na slici 5.3. Prvo odredimo ukupni moment sile oko ishodista u
ovjesistu O:

Fo=dxG=dxmj=—dmg sin(f)z Gy = myg sin(0)

gdje smo s z oznacili jedini¢ni vektor smjera okomita na ravninu titranja u skladu s
notacijom koristenom na slici 5.3. KoriStenjem iskaza 2. Newtonova zakona za vrtnju
(4.14) oko CGvrste osi kroz tocku O imamo:

d*9
dt?
Ova jednadzba je formalno identi¢na s (5.9) te se analogno moze ocitati rezultat (5.12)
u slucaju malih titranja gdje se koristi priblizenje dano s (5.8). Kao i u sluaju ma-
temati¢kog njihala imamo jednadzbu koju smo rijesili (5.9), a formalno istu dobivamo
priblizenjem malih titranja na (5.13).

(t0). = —dmg sin(0) = Ip ~ —dmg0 (5.13)

Primjer 5.6 (O). Homogen Stap mase M i duljine L titra oko ovjesista u jednom kraju
Stapa. Odredite period malih titranja.

Rjesenje Veé smo odredili moment inercije Stapa oko osi kroz kraj Stapa (4.7) tako da
mozemo izravno koristiti (5.12):

ML?/3 o
T =91, —21° —or %X
Mg(L/2) 3y

5.1.3 Priguseno titranje

Realno titranje na makro razini prati trenje odnosno opéenito neki oblik gu$enja. Kod
gibanja tijela kroz fluide smo uveli otpor koji je proporcionalan brzini za relativno male
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brzine i kvadratu za velike. Ovdje cemo promatrati najjednostavniju varijantu sa silom
otpora oblika 7 = —bv. Kako promatramo 1D sistem jednadZba gibanja ima oblik:

2
ZF};:—kx—bvm:m%:m(Z—: (5.14)

s$to predstavlja novu diferencijalnu jednadzbu Cije rieSavanje ukljuCuje tehnike koje ovdje
nisu presudne tako da ¢emo izravno napisati konacni rezultat:

z(t) = Ae 2t cos(wt + ¢) (5.15)

(koji odgovara (5.4a) bez gusenja b = 0) gdje imamo novi izraz za kruznu frekvenciju:

|k b?
W = E_m: (.U‘g—'y2 (516)

koji takoder odgovara (5.2) u sluéaju bez gusenja b = 0. Uveli smo i dvije uobicajene
oznake za karakteristicne veliCine oscilatora wy i .

Primjer 5.7 (O). Pretpostavimo da je masa 500 kg pricvr§cena na idealnu oprugu
konstantne 2000 N/m uz amortizer konstantne 20 Ns/m. Odredite:

a) Prirodna (nesmetana) kruzna frekvencija i frekvencija u Hz.

b) UCestalost primjene priguSivanja

c) Q sustava

d) Vrijeme da se amplituda smanji na 1/10 svoje pocetne vrijednosti.

e) Energija kada se amplituda smaniji na 1/10 svoje po¢etne vrijednosti.
Rjesenje Kako je m = 500 kg, k = 2000 N/m, a ¢ = 20 Ns/m.

a) Upotrijebimo wy = \/k/—m = 2.00rad/s. Odatle dobijemo fy = wy/2r =

0.318 Hz.
b) v =b/2m = 0.020 rad/s tako da je

Wy = \/wg —v%2=2.00rad/s
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c) Faktor Q sustava je @ = wy/2v = 50.0

d) Ovojnica amplitude je A(t) = Age™7". Prema tome rjeSavamo 1/10 = ¢ 02! te
dobijemo ¢ = 115 s (37 perioda oscilacija).

e) Kako je E o< A? smanjenje amplitude 10X odgovara smanjenju energije titranja
100X.

«

Primjer 5.8 (O). Njihalo duljine 1.00 m je pusSteno u njihanje s pocetnim otklonom
15.0 stupnjeva. Nakon 1000 s trenje je smanijilo amplitudu na 5.50 stupnjeva. Odredite
vrijednost vremenske konstante b/2m za gu$eno titranje.

Rjesenje Kada imamo njihalo kao HO to znaci da titrajuéu fizicku veliCinu oznaca-
vamo s r — # tako da imamo kut odmaka iz ravnoteznog polozaja (¢ = 0 ovdje):
B(t) = B, 2" cos(wt)

Prema podacima iz zadatka imamo:

6(1000 s) _ 5.50 — 1000 |
0, 15.0

5.50 b b _3 1

5.2 Valovi

"... the wave flees the place of its creation, while the water does not; like
the waves made in a field of grain by the wind, where we see the waves
running across the field while the grain remains in its place."

- Leonardo di Vinci, Biljeznice - XVI. Fizicka geografija

Do sada smo promatrali gibanje &estica, a zatim i tijela. Postavlja se pitanje da li je
pored Cestice ili toka ¢estica postoji fenomen koji ima znacajku kretanja. Odgovor na
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ovo pitanje je potvrdan. Zapravo gotovo ste sigurno vidjeli takvu pojavu, a to su valovi.
Kada bacite kamen u mirnu vodu na moru ili jezeru koncentricni kruzni poremecaiji koji
se Sire su primjer jedne od najznadajnijin fundamentalnih fizi€kih veli¢éina. Osnovna
znacajka valova je da se ne prenosi tvar vec energija i da su sveprisutni u univerzumu.
Sama svijetlost je valna pojava. Mi ¢emo se ovdje ograniciti uglavnom na mehanicke
valove, ali gotovo sav formalizam koji ovdje izlazZemo moze se primijeniti na sve vrste
valova ukljucujuci i svjetlost koja je zapravo elektromagnetski val (titranje elektricnog i
magnetskog polja u tvari ili vakuumu).

5.2.1 Model vala

U prethodnim poglavljima smo upoznali model pri gibanju tvari - CestiCni model, a u ovoj
cjelini ¢emo uvesti neke elemente koji nam omogucavaju kvantitativni opis valova s po-
mocéu odgovarajuceg matematickog modela. Ovaj model razvijamo oko ideje prijenosa
energije valovima i po¢injemo s osnovnom podjelom nacina na koji se poremecaj u me-
diju lokalno prikazuje. Vidjet éemo da val predstavlja prostorno-vremenski uskladeno
gibanje mnostva &estica medija u kojem se $iri%:

1. longitudinalni val - gibanje medija je okomito na smijer Sirenja vala

2. transverzalni val - gibanje medija je u smjeru Sirenja vala

Valove mozemo podijeliti i obzirom na medij koji titra: mehanicke i elektromagnetske
(samoodrzavajuéi bez potrebe za medijem). Kod mehanickih valova medij je tvar kroz
koju se energija prenosi putem poremecaja ravnoteznog stanja. Za valove na vodi to je
voda, u struni ZziCanog instrumenta struna, za zvuk to je plin - zrak itd.

Slika 5.4 prikazuje jednu od najvaznijih znaajki valova interferenciju koja se javlja
kada se dva vala susretnu u jednoj prostorno vremenskoj tocki. Ukoliko se radi o line-
arnim valovima (naj¢es¢a i ovdje jedino analizirana vrsta valova obzirom na superponi-
ranje) posljedica je jednostavna - amplituda sloZzenog vala je zbroj amplituda pojedinih

20Ovdje napominjemo da jedna od najvaznijih valnih pojava - elektromagnetski val ima znac¢ajku da se moze $iriti u vaku-
umu, dakle bez medija. Mi ¢éemo promatrati mehanicke valove koji su uvijek povezani s medijem kojeg shvaéamo kao skup
neizmjerno mnogo cestica u medudjelovanju.
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/\ /\
\/
/\

L.
Z
D

Z
Z
<

(a) Konstruktivna interferencija (b) Destruktivna interferencija

Slika 5.4: Prikaz krajnjih oblika interferencije putem kojih mozemo razumjeti prijelazne sluéajeve koji su
beskonacni niz mogucih ishoda pomaka u fazi valova koji su u superpoziciji.

valova. U razmatranjima se ova pojava najcesce prezentira isticanjem dva ekstremna
sluGaja:

1. konstruktivna

2. destruktivna

§to u drugom slucaju daje amplitudu 0 posvuda.
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5.2.2 Brzinavala

Poremecaj u mediju - val - zapocinje u dijelu prostora koji nazivamo izvor. To je mjesto
gdje kamen bacen pada u vodu iz prvog primjera. Od trenutka nastanka poremecaj
se Siri odredenom brzinom koju nazivamo brzina vala. Jo$ jednom napominjemo da
se prostorno pri Sirenju vala ne prenosi tvar ve¢ samo energije. Za jednostavni HV
kinematiCki mozemo odrediti brzinu vala poznavaju¢i osnovne znacajke harmonickog
titranja. Kroz jednu tocku vala tijekom perioda 7' prode upravo jedna valna duljina A
tako da imamo za faznu brzinu:

== (5.17)

Vg =

x| &

A
T

Valna brzina je znacCajka medija tako da za puls kroz napetu metalnu Zicu imamo
izraz:

T = z (5.18)
7
gdje je 1" napetost niti, ;¢ linijska gustoca. Ovakvi izrazi ¢e se sistematski pojavljivati u
primjerima, a predstavljaju Cinjenicu da je brzina vala znacajka medija kroz koji se Siri.
Forma izraza ostaje ista tako da je na primjer brzina uzduznog vala® kroz ¢vrstu tvar
(metalne legure):

=
[
Py

gdje je £ Youngov modul iz (4.19). Analogno kompresijskog vala

=
[
=

gdje je B volumni (4.22) ili posmi¢nog vala

°|Q

3Dilatacija Cestica u smjeru Sirenja.
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gdje je G modul smicanja iz (4.20). U svim primjerima p je gustoCa medija kojim se
val prostire. Podrobnijom analizom se pokazuje da opceniti oblik moZzemo predstaviti
sliede¢im izrazom:

: elastiCna znacajka
brzina = 4 /- - —
inercijalna znacajka

Bilo koji poremecaj ravnog vala koji se kre¢e stalnom brzinom v ima oblik f(z — vt).
Moze se pokazati da ovakav oblik funkcije zadovoljava valnu jednadzbu pri Cemu se
brzina gibanja poremecaja oblika zadana funkcijom f izrazava relacijama za elasti¢ne
medije koje smo naveli u prethodnom paragrafu kao npr. (5.18). Primjere ¢éemo promo-
triti u zadacima 5.9 1 5.10.

Osnovni oblik vala dobro definirane valne duljine i frekvencije je harmonicki val (HV),
a iznos poremecaja y u ovisnosti o polozaju i vremenu (x, t) opisuje sliede¢i matema-
ticki izraz:

y(z,t) = Asin(kz — wt + ¢) (5.19)
gdje je A amplituda, £ kruzni valni broj, w kruzna frekvencija i ¢ je konstanta faze
vala. y je iznos poremeéaja koji se Siri kroz medij u prostorno vremenskoj tocki (z, t).
Oblik funkcije se slaze s prethodnim opéenitim izrazom za putujuci poremecaj f(x —

vt) iako nije eksplicitno vidljivo. Podudarnost oblika se moze dokazati jednostavnom
preuredbom izraza (5.19):

Asin(kr — wt + ¢) = Asin[k(z —w/k t)] cos(¢) + Acos[k(x —w/kt)]sin(¢)

iz ¢ega se dobiva trazeni oblik ukoliko vrijedi v = w/k, a to je upravo jedna od niza
relacija koje vrijede za (precizno re¢eno faznu) brzinu vala. Ovdje je funkcija f:

f(z) = Asin(k z) cos(¢) + A cos(k z) sin(¢)

gdje stavljamo za argument z = =z — v t.
Poveznica osnovnih fizickih veli¢ina HV i pojedinog oscilatora (djeliéa mase koji har-
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5.2. VALOVI

monicki titra) je dana sljede€im izrazima:

2
k= ; (5.20a)
w = 2% —or f (5.200)
1
f = T (5.20c¢)

gdje je A valna duljina, 71" period. Ove relacije su konzistentne s (5.17) za faznu brzinu

vala v.

Primjer 5.9 (V). Puls koji je predstavljen funkcijom:

(2.1 .
o =
S = 300+ 2

gdje su x iy dani ucm, atu sekundama. Skicirajte funkcijuut=0.0, 1.0, 2.0 s!

Rjesenje Problem se svodi na crtanje 3 realne funkcije jedne varijable:

4
y(,0.0) = (x —0.0)*+ 2

w10 = 3oy s

1
y(@.20) = 5012

Na sliede¢em grafu su prikazane prostorne ovisnosti pulsa u zadanim vremenima
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27 | | B
ﬂ —1=100s
—t=1.0s
1.5 —1t=20s
g 1F -
=
0.5} :
O l | |

<4

Primjer 5.10 (V). Sinusoidalni val koji se giba u +x smjeru ima amplitudu 15.0 cm,
valnu duljinu 40.0 cm i frekvenciju 8.00 Hz. Neka je u t=0 s amplituda elementa n x=0
takoder 15 cm.

1. odredite valni broj k&, period 7', kruznu frekvenciju w i brzinu Sirenja vala v;

2. Odredite fazu i opéi izraz y(x,t) za ovaj val.

RjeSenje KoristeCi se izrazima za harmonicki val (5.20):

2 2 1 1
=T T _015Tradfem T == =0.125 s

A 40.0em f 8.00s71
w=2rf=2n(8.00s"') =50.3rad/s v=A\f=(40.0cm)(8.00s7!) =320cm/s

k

Kakoje A = 15.0cmiy = 15.0cmzax = 0it = 0 uvrStavanjem u (5.19) dobivamo:
15.0 = (15.0) sin(¢) = ¢ = 7/2
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Sada imamo sve veliCine i (5.19) poprima oblik:
y(z,t) = Asin(kr — wt + 7/2) = Acos(kx — wt)

pri cemu smo iskoristili dobro poznati trigonometrijski identitet koji povezuje funkcije sin
i cos. Op¢i izraz prema prethodnim izrac¢unima je:

y(z,t) = (15.0em) cos(0.157x — 50.3t)

Sto predstavlja 1D HV koji putuje desno (u +z smijeru). Sljedeca slika prikazuje val u tri
uzastopna trenutka.

—t=0.00s
15 —t=0.02s
—t=0.04s
10
5
B 0
=
-5
—-10
—15
—60 —40 —20 0 20 40 60
Tt
|
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5.2.3 Energija i snaga vala

Osnovna ¢injenica fenomena val je prenoSenje energije, a posljedica je da mozemo
promatrati i snagu vala - energiju u jedinici vremena koja prolazi zamisljenu povrsinu
okomitu na smjer Sirenja. Tijekom izlaganja i analize ¢emo koristiti model napete elas-
ticne niti kojom se Siri HV. Ako nit kojom se Siri HV zamislimo kao niz djelica mase
Am = pAx medusobno povezanih elasticnom silom koji uskladeno* harmonicki titraju
gdje je u linijska gustoca mase niti. Za svaki djeli¢ niti ukupna energija oscilatora iznosi
prema (5.6):

)| 1
AFEpo = §Amw2A2 = g,uwgfﬁ NG

Ukupna energija povezana s jednom valnom duljinom HV se dobije zbrajanjem dopri-
nosa zadanih prethodnim izrazom po dijelovima Az dok se ne uklju¢e svi doprinosi

ukupne duljine A:

i
E), = §W2A2A

Opisu snage vala mozemo pojednostavljeno pristupiti na sljedeéi nacin: promotrimo
jednu valnu duljinu tijekom jednog perioda HV (kao na slici u primjeru 5.10) gdje svaki
djeli¢ mase harmonicki titra zajednickom frekvencijom i amplitudom. Tijekom jednog
perioda titranja 71" kroz jednu toCku HV-a se prenese upravo energija E) tako da pro-
sjeCnu snagu mozemo izraziti kao:

Ex 1 5pA 1 905

< Ppy >= === A= == A 5.21
HV T = ghw ATm = Spuwt A (5.21)
gdje smo u posljednjem koraku prepoznali brzinu Sirenja vala (5.17).

Primjer 5.11 (V). Napetost niti linijske gusto¢e 50 g/m je 80.0 N. Kolika snaga je
potrebna za odrzavanje sinusoidalnog vala frekvencije 60.0 Hz i amplitude 6.00 cm?
Kolika je amplituda ako se oCekuje da nit treba prenositi 1.00 kW, a svi ostali parametri

(osim amplitude) ostaju isti?

Rjesenje Brzina vala u napetoj niti je dana s (5.18):

/ 80.0N
_ = 40,
0 \/500><10 gl e

*Ovdie uskladeno znati da je se faza djeliéa niti susjeda vrlo malo razlikuje tako da se tijekom titranja prate. Drugim
rijecima nit ne puca uslijed promjene oblika.
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Kruzna frekvencija (5.20b) je:
w=2rf =21 (60.0Hz) = 377s"
Prosjec¢na snaga vala (5.21) u ovom slucaju iznosi:
|
< P>= S w? A%v

1
= 5(5.00 102 kg/m) (3775712 (6.00 x 1072 m)? (40.0m/s) = 512 W

Omijer snaga da bi se prenosila snaga 1.00 kW ima oblik:

el tnw? A2 A2
=E P %‘LLLUQA%’U A?

Sada mozemo rijesiti jednadzbu i odrediti potrebnu amplitudu:

<P, > 1000 W
— (6.00
<P > (6.00cm)y/ o5

A, = A, = 8.39cm

Primjer 5.12 (V). Problem brzine zvuka u vodi.

1. Odredite brzinu zvuka u vodi, volumni modul 2.1 x 10° N/mz, pri nula stupnjeva
celsiusa. Gustoca vode neka je 1.00 x 10 kg/m?,

2. Delfini se koriste valove zvuka (sonar) za otkrivanje poloZaja plijena. Eksperi-
menti pokazuju da su u stanju detektirati plijen dug 7.5 cm koji se nalazi na 110
m udaljenosti, ¢ak i u mutnoj vodi. Da bi zapoceo lov, koliko vremena protekne od
trenutka kada emitira zvuk do trenutka kada dobije informaciju o plijenu (uzmite
vy = 1533 m/s)?

Rjesenje Prvidio zadatka predstavlja izravnu primjenu izraza za brzinu Sirenja u elas-

ticnom mediju:
2.1 x 109 N/m2
G \/ \/1 00 X 10° kg/ms — LAkm/s
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Opcenito je zvuk sporiji u fluidima od &vrste tvari jer su fluidi lakSe stlaCivi. Brzina
takoder opada s temperaturom.

Ukupna udaljenost koju prevali val zvuka od delfina do plijena i nazad iznosi 2 x
110m = 220 m. U moru pri 25° brzina zvuka iznosi 1533 m/s:
AL 220m
v 1533m/s

i = =0.14s

<

Primjer 5.13 (V). Val valne duljine A, i frekvencije f, Siri se sredstvom brzinom v. Ako
prijede u drugo sredstvo i u njemu se $iri brzinom 2v, kolika su valna duljina i frekvencija
u drugom sredstvu (pomoc: rezultate izrazite pomocu A; i f1)?

Rjesenje Pri prijelazu iz jednog u drugo sredstvu frekvencija se ne moze mijenjati jer
bi to znacilo prekid amplitude (ako na spoju medija dva susjedna djeli¢a vala titraju raz-
licitom frekvencijom na strani jednog i drugog medija ne moze se odrzati neprekidnost
vala). Prema tome jedino se moze promijeniti valna duljina:

fi=h=f= fz)%:i—z
Konacno imamo vezu valnih duljina u dva medija koja je posljedica nacela neprekidnosti
vala pri prijelazu iz jednog u drugo sredstvo gdje se mijenjaju znacajke Sirenja:

A2 =2\

Primjer 5.14 (V). Sirena vatrogasnoga vozila proizvodi ton frekvencije 500 Hz.

1. Vatrogasno vozilo se priblizava automobilu koji miruje brzinom 20 m/s. Odredite
frekvenciju tona koju ¢uje osoba u automobilu;

2. Vatrogasno vozilo se zaustavi, a automobil se po¢ne udaljavati na nacin da sada
osoba u automobilu Euje ton 471 Hz. Odredite s kojom brzinom se automobil
udaljava;

Rjesenje Pocevsiod fs = 500 Hz, v = 343m/s, vg = +20.0m/s, a vy = 0 koriste€i
relacije za Dopplerov ucinak:

fo=fs (z . zz) — (500 Hz) ( T /i‘f)t?’_”’zé - /S)> — 531 Hz
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U drugom slu€aju vs = 0.0m/s, a fp = 471 Hz:

fL=A4T1Hz = fs (” T ’“L) — (500 Hz) ((343 m/s) + m)

v — Vg 343m/s
slijedi
471 H=z
500Hz(343m/8) = (343m/s) + vy, = vy = —20m/s
gdje negativan predznak odgovara udaljavanju od izvora vala. |

5.2.4 Stojni valovi

Posebna vrsta valova se dobiva pri superpoziciji dva harmonicka vala koja se kre¢u u
suprotnom smjeru:

y1 = Asin(kx — wt) Yo = Asin(kx + wt)
Superponiranje odgovara zbrajanju amplituda:
y=y1 +yo = Asin(kz — wt) + Asin(kx + wt)

ovdje koristenjem trigonometrijskog identiteta sin(a +b) = sin(a) cos(b) & cos(a) sin(b)
dobivamo vazan rezultat:
y = (2Asin kx) cos wt {5:22)

Moguci osnovni uzorci stojnih valova za elasti¢nu nit uévr§¢enu na krajevima prikazuje

slika 5.5. Osnovna znaCajka rezultata (5.22) je postojanje mjesta na niti koje imaju
stalnu amplitudu 0. Njih zovemo ¢vorovi, a odgovaraju polozZajima na niti u kojima je
sinusha funkcija jednaka nuli.

sin(kz) = 0
kr = 0, @, 2m.3m 5
fo = 0w 231 2
g = 0,%7)\,%,...:71% = B T 28 unnmc
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Slika 5.5: Stojni valovi na napetoj elasti¢noj niti duljine L pri €emu su krajevi nepomicni (Evorovi). Moguci
su samo odredeni uzorci pri ovoj vrsti valova, a sve ih je moguée dobiti superponiranjem prikazanih os-
novnih koje nazivamo normalnim modovima. U eksperimentu bi se amplituda smanjivala sa smanjenjem
valne duljine.

Postoje i polozaji gdje y titra izmedu y = £A, a njih nazivamo protuévorovi. Mozemo
ih odrediti uzimajuci u obzir vrijednosti = za koje sin poprima vrijednosti +1:

sin(kz) = 1
T 3m om
kr = 3,5 %
2, _ 1 3m bn
A PAAT A
— 2 - -
r = FERVIEAVEE —nz n—1,3,5,....

Prvi mod koji na napetoj niti duljine L mozemo pobuditi nosi broj n = 1 i naziva se
osnovni harmonik® ili fundamentalni mod. Kod ovog moda je formirana samo polovina
ukupne valne duljine na napetoj niti tako da vrijedi A\; = 2L. Slika 5.5 prikazuje kako se
povecanjem broja harmonika mijenja (smanjuje) valna duljina u diskretnim iznosima.

Sljedecéi primjer predstavlja stojni val (5.22) koji je posljedica interferencije dva 1D
HV koji se gibaju u suprotnom smijeru.

Primjer 5.15 (V). Dva 1D vala koji putuju u suprotnom smjeru opisana su sljede¢im

50vo su principi na kojima se zasnivaju Ziéani instrumenti kod kojih se strune obiéno ugadaju mijenjanjem napetosti.
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valnim funkcijama:
y1 = (4.00 cm) sin(3.0x — 2.0t)
y2 = (4.00 cm) sin(3.0x + 2.0t)

gdje x mjerimo u cm, atu s. Superponiranjem nastaje stojni val.

1. Odredite izraz za amplitudu elementa medija na = = 2.3 cm.

2. Odredite poziciju ¢vorova i protuvorova, ako je jedan kraj medija na z = 0cm.
¥ = G/ baR Iz = 1,3, §yes)

3. Koliki je maksimalni pomak iz polozaja ravnoteze elementa medija na protucvoro-
vima?
Rjesenje U ovom problemu mozemo iskoristiti rezultat (5.22) dobivamo:
y = (2Asin kx) cos wt = (8.0 cm) sin(3.0z) cos(2.0t)
Amplituda JHO na poziciji x = 2.3 ¢m iznosi:
Ym = (8.0em) sin(3.0 - 2.3) = 4.6 cm

Mijesta Cvorova i protucvorova uz k = 27/\ = 3.0rad/cm, a valna duljina A =
(27/3.0 cm). Cvorovi su smjesteni na:

A
x:ngzngcm n=40,1.215,...
Protu¢vorovi su na isti nacin dani s:
A T
r=n—-=n—cm n=1235,...
4 6

Amplituda na protuévorovima je dana s dvostrukim iznosom polaznih valova koji
interferiraju:

Ym = 2A(sin kZ)pmaksimum = 2(4.0cm)(£1) = £8.0cm

gdje smo iskoristili ¢injenicu da su apsolutno maksimalne vrijednosti funkcije sinus +1.
Mozemo ovaj rezultat provjeriti uvr§tavanjem vrijednosti za protucvorove:

Ym = (8.0cm) sin [3.0?1% md} = (8.0 cm) sin [ng 'rad} = £8.0cm

Ovdje smo iskoristili ¢injenicu da je n neparan cijeli broj. B
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Dodatak A

Prakticna dopuna

A.1 Rjesavanje problema

Zapoc¢nimo s nekoliko tvrdnji koje (prema K. Willsonu) proizlaze iz prirode suvremenog
okruzenja zasnovana na: informaciji, inovaciji i promjeni:

1. Kao rezultat brzog razvoja tehnologije studenti inZenjerskih studija viSe nego ikada
do sada trebaju kompetencije koje su zastitna obiljezja "tvrde" znanosti.

2. Priprema koju bududi student dobiva u prethodnim ciklusima obrazovanija je ne-
dostatna za kreativno i u€inkovito sudjelovanje u suvremenom kompetitivnom teh-
noloSkom okruZeniju.

3. Matematika i fizika su sama srz metodologije rjieSavanja problema i dizajna u in-
Zenjerstvu.

4. Kolegiji iz podrucja fizike najbolji su teren za stjecanje vjestina kako usvoijiti nacin
razmi$ljanja istinskog znanstvenika i inZenjera.

5. lzgradnja vjestina cjelozivotnoga ucenja u inZzenjerstvu i znanosti zahtjeva usredo-
toCenje i na meta-ucenje (ucenje o ucenju).
Uspjesna metoda rieSavanja problema u fizici se sastoji od sljedeéih koraka: prepoz-

nati, postaviti, izvrSiti i ocijeniti. PaZljiva provedba svakog od ovih koraka omogucava
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produbljivanje promi$ljanja rjeSavanja problema za razliku izravne precice prema for-
muli. Spomenimo ovdje uobicajenu frazu da je matematika jezik znanosti. 1z toga bi
naivno slijedilo da vjezbanije i prou¢avanje matematike po sebi poboljSava uspjeSnost
u disciplinama poput fizike. lako takva veza postoji (matematiCke vjestine, osobito raz-
misljanje, pomazu u gotovo svim intelektualnim pothvatima) ona nije jednoznacna. Ko-
ristenje matematike u znanosti, a posebice fizici, ne znaci samo se baviti matematikom.
U fizici matematika ima specificnu ulogu - predstavlja sam smisao odnosa izmedu fi-
ziCkih veliina (koje mjerimo realnim procesom) umjesto samo apstraktnih objekata.
Razlika je i u nacinu kako se smisao ugraduje u apstraktne simbole. Izgleda da je jezik
matematike u matematici drukgiji od matematike u fizici ili kemiji.

Krenimo od opéenitog procesa rieSavanja problema kakav je tipican u fizici, a koji
nam omogucava da rijeSimo i najslozenije probleme ukoliko smo ga sposobni pazljivo i
usredotoeno provesti.

1. Citanje. Pazljivo, najmanje tri puta, progitati zadatak. To ée osigurati da ste shvatili
Sto govori tekst.

2. Vizualizacija. Poku$ati vizualizirati opisanu situaciju - stvoriti mentalnu sliku pro-
blema.

3. Skiciranje i prijevod. Skicirati situaciju na papiru. Prevesti tekst u jezik fizike, a
na skici oznaciti fiziCke veli¢ine ukljuujuci i dodatne, koje se uklapaju u sadrzaj
problema, pomocu njihovih opéih oznaka. Pri Citanju zapisati svaki podatak iz
zadatka koristeCi oznake za fizicku veli€inu, brojnu vrijednost i jedinicu. Pri tome
prepoznati te organizirati poznate i nepoznate veliCine. Ne zaboravite zadati i
koordinatne osi!

4. Pojednostavi. Razmislite o tome koja pojednostavnjenja mozete napraviti na si-
tuaciji: mozete li ignorirati veliGinu objekata i promatrati ih kao ¢estice? Mozete |i
ignorirati trenje? Obicno, ako neka informacija o svojstvima predmeta ili interakcija
nedostaje iz zadatka, znaci da nije vazna i moZete ju ignorirati.

5. Fizicki predstavi. To moze biti dijagram gibanja, dijagram slobodnog tijela, gra-
fikon energije, dijagram sa zrakama. Uvjerite se da je fiziCki reprezentacija je u
skladu sa slikom i zadanim. Za crtanje fizickog prikaza morate razmisljati koji su
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fiziCki koncepti ukljuceni i koji e biti od pomoci da se rijesi problem. Na primjer, da
li problem uklju€uje koncepte energije ili sile. Ovisno o odluci trebali biste odrediti
odgovarajuéu fizi€ku reprezentaciju problema.

6. Matematicki predstavi. KoriStenjem fizicke reprezentacije konstruiraj matema-
ticki prikaz situacije. Opet, pobrinite se da je ova reprezentacija u skladu s pret-
hodnom. Mozda ¢éete morati koristiti dodatne definicije fizickih veli¢ina kao $to su
brzina, ubrzanje, gustoce, itd ili dinamickih zakona koji opisuju razli¢ita medudije-
lovanja.

7. Rijesi. Koristite matemati¢ke odnose iz prethodne toe za odredivanje nepoznatih
veli¢ina. RjeSavati zadatak u opéem obliku provodeéi pazljivo i sustavno matema-
ticke operacije do konacnog izraza. Pobrinite se da mjerne jedinice koristite dos-
liedno. Sve mjerne jedinice u kojima izraZene vrijednosti fiziCkih veli¢ina pretvoriti
u odredeni sistem (npr Sl). RijeSiti se prefiksa iz oznake za jedinicu. Svesti sve je-
dinice na osnovne u odabranom sistemu te koristiti znanstvenu notaciju (posebno
vazno za velike/male brojeve npr umjesto 0.000023 m bolje je pisati 2.3 x 107° m).

8. Ocjeni rezultat. Promotrite ima li kvantitativni rezultat fiziCkog smisla, kako za
brojCanu vrijednost, tako i za mjernu jedinicu u kojoj je izrazena. Da li rezultat ima
smisla i za granicne slucajeve?

A.2 Pregled osnovnih vjestina u fizici'

"It is better to be roughly right than precisely wrong."
- Alan Greenspan

Znanstvena notacija U znanstvenim i inzenjerskim primjenama nije rijetko da je po-
trebno raCunati s brojevima koji se razlikuju za velike iznose, redove veli¢ina kako
se to obi¢no naziva. Ispravna organizacija izracuna je u tim slu¢ajevima presudna
za izbjegavanje pogresaka, a prakticnije je koristiti notaciju s potencijama broja 10.

"Materijal u ovoj cjelini je dijelom preuzet iz teksta "FIZIKA 2 - PRIRUCNIK" autora te se ovdje pojavljuje dopunjen radi
vaznosti teme za sva podrucja fizike.
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Pogledajmo na dva primjera tehniku koja se preporucuije:
500x 107 +4x 10 =54 x107°
(5.00 x 107%)(4 x107*) =2 x 107°

Decimalna mjesta Budite pazljivi sa zna¢ajnim brojem decimalnih znamenki i mjesta.
Pogledajmo nekoliko primjera:

(44.2) - (9.7) = 42874 =430  32.21 —5.1 =27.11 = 27.1
(12.01)- (9.7) = 116.497 = 1.2 x 10> 5.1+ 12+ 7.73 = 24.83 = 25

U ovim primjerima, prvi znak jednakosti je formalno matematiCki rezultat "nes-
vjestan" postojanja preciznosti poznavanja vrijednosti fizicke veli¢ine. Drugi znak
jednakosti uvazava fiziCki smisao brojeva i njegovu povezanost s to¢noScu i pre-
cizno$cu realnog eksperimentalnog rezultata. Konvencija u fizici je da posljednja
navedena znamenka u decimalnom broju nije sigurno poznata. To prakticno znaci
da vrijedi sljedece pravilo:

12.34m = (12.340 £ 0.005) m

Konvenciju koristimo i kod digitalnih uredaja koji se obi¢no dizajniraju upravo na
ovaj nacin: posliednja znamenka je nesigurna, a mjerena vrijednost je najbliza
prikazanoj na zaslonu.

Jednostavne aritmeticke operacija Potrebno je da ste uspje$ni u racunanju bez po-
moci aparata. Pogledajmo primjer izracuna koji ilustrira dobru strategiju pri racu-
nanju. Pretpostavimo da raCunamo gravitacijsku silu izmedu tijela mase 2.45 t i
3.25 t na udaljenosti 12.7 m. Preuzimanje vrijednosti gravitacijske konstante iz
literature 6.67408 x 107" m3kg~'s~? daje sljededi izraz:

(2.45 x 10° kg)(3.25 x 10° kg)
(1.27 x 10! m)?
U izrazu su sve veli¢ine prikazane u znanstvenoj notaciji uz korektno navedene

mjerne jedinice. SljedeCi korak je grupiranje izraza (koristimo komutativnost mno-
Zenja):

mims

Fe=G

5— = (6.67408 x 10 kg Ls2)
7

6.67408 - 2.45 - 3.25
g =

; T (1071 10% - 10* - 10 %) (m kg 's 2 kg*m ?)
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Prviizraz raunamo uz pomo¢ kalkulatora, a potencije broja deset i mjerne jedinice
izravno:
Fr=3294833x 10 "kgms 2=330x 10 °N

gdje smo uvazili realnu preciznost i pravila zaokruzivanja na korektan broj znacaj-
nih decimalnih znamenki.

Dimenzijska analiza Fizicke veliCine se obi¢no izraZzavaju u odredenim mjernim je-
dinicama. Ova se Cinjenica moze iskoristiti da se izravno otkrije skrivena veza
medu veli¢inama, bez izravnog poznavanja fizickih zakonitosti koje upravljaju pro-
cesom. Pogledajmo kao primjer silu otpora polaganom gibanju kuglice kroz fluid
kojeg uzrokuje unutrasnje trenje izmedu slojeva opisana koeficijentom dinamicke
viskoznosti 7. Ova sila ¢e sigurno ovisiti, pored 7 i 0 brzini gibanja kuglice v te
karakteristicnoj dimenziji kuglice - promjeru d. Drugih fizickih veli¢ina o kojima
ovisi sila nema, a ako i ima sam postupak ¢e nam pokazati jer neCemo moci izvest
relaciju.

Dakle s navedenim veli¢inama izraz mora imati opci oblik:
= Dnp™ ndk
fmsk: = Lnv

gdje nam m, n i k predstavljaju nepoznate potencije, a D je nepoznata bezdimen-
zionalna veli€ina koja ovisi o obliku tijela. Navedena relacija zapisana s pomoc¢u
mjernih jedinica (masa M, duljina L i vrijeme 7') ima oblik:

MLTfQ — (M/LT)m(L/T)n(L)k — MmLfmTmenT,nLk
— M™ LfernJrk T-m-n

koriStenjem matematiCkog pravila da lijeva i desna strana mogu biti jednake samo
ako su sve potencije iste daje sliedeci skup jednadzbi

1, = um, l=—-m+n+k, 2=—-m—n
koje je vrlo jednostavno rijesSiti. Rezultat je sljededi skup vrijednosti:
m=n=k=1
Zakljuéujemo da je viskozno trenje pri gibanju kuglice dano sljedeéim izrazom
Tl = Lnud
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Ostaje nam odrediti broj D koji nam ovakva analiza ne moze dati. Prva standardna
opcija je eksperimentalno odredivanje koje stoji na raspolaganju za sve oblike.
Sjajni irski fizi¢ar Sir George G. Stokes (1819.-1903.) uspio je odrediti ovu veli¢inu
teorijski D = 3.

Red veli¢ine Fizicke veliCine poprimaju vrijednosti zbog dubokih strukturalnih razloga.
Ocjena neke velicine metodom reda velicine je postupak kojim razlog postaje
vidljiv. Poku$ajmo ocijeniti masu Zemlje ako poznajemo sljedece veliCine: gra-
vitacijsko ubrzanje ¢ = 10ms 2, gravitacijsku konstantu G = 6.67384(80) x
10" N (m/kg)* i polumjer Zemlje R = 6371 km. Newton opéi zakon gravita-
cije nam daje traZzenu ocjenu tako da uvrstimo vrijednosti zaokruZene na potencije
broja 10:

M =

gR* 10-10*7 [ ms?m?
G qio-18

Na ovaj nacin, bez koristenja kalkulatora, jednostavnom algebrom smo odredili
skalu fizicke veliCine o kojoj je nemoguce imati intuitivnu ocjenu zasnovanu na
naSem neposrednom iskustvu®. Ovakvi raduni nam ukazuju zasto neka veli¢ina

ima odredenu vrijednost (u odredenom rasponu, ovdje smo dobili otprilike 2X veéu
vrijednost).

=10"k
ms_zmzkg_ll .

Citajte jednadzbe Vrlo korisna tehnika u¢enja fizike je doslovno &itanje i razumijevanje
jednadzbi na hrvatskom jeziku.

Pogledajmo primjer Opc¢i zakon gravitacije (4.1) koji glasi

mm’

fe=G—3

iz Cega se mozemo uvjeriti da je

Prvo Udvostrucenije bilo koje mase udvostrucit ¢e iznos sile.

Drugo Udvostrucenje udaljenosti izmedu masa smanijit ée iznos sile 4.

Kao §to vidite izgovarajuci vezu izmedu veli¢ina mozemo osvijestiti niz €injenica |
stvarni sadrzaj matematickih izraza koji kvantitativno opisuju prirodne fenomene.

2Precizna vrijednost mase Zemlje je 5.972 x 10%* kg

144



DODATAK A. PRAKTICNA DOPUNA A.2. PREGLED OSNOVNIH VJESTINA U FIZICI

Vrlo je vazno da mozZete bez napora sebi artikulirati preciznim reCenicama ma-
tematicki i fizicki sadrzaj jednadzbi. U principu je ova tehnika lak§a nego Sto se
mozda &ini jer je ova vjezba sve lak§a opetovanom primjenom na nove izraze.

Primjer A.1 (ZO). Zelite postaviti parket u pravokutnu prostoriju &ije su izmjerene di-
menzije 10.51 m X 4.46 m. Ako je potrebno 10% viSe parketa od povrsine koliko cete
kvadrata naruciti?

Rjesenje Mnozenjem duljina stranica dobivamo povrsinu:
(10.51m) x (4.46m) = 46.8746 m*

U zadatku se trazi 10% veca povrsina. Obzirom da to znaCi mnozenje dobivene vrijed-
nosti s 1.1, a broj je matemati¢ka konstanta koju znamo apsolutno to¢no, prije analize
konacne preciznosti obavljamo i to mnozZenje:

1.1 x (46.8746 m*) = 51.56206 m*

Koliko je znacajnih decimalnih mjesta u konaénom rezultatu? Prije smo napomenuli da
rezultat mnozenja mjerenih veli€¢ina ne moze biti precizniji od faktora koji je najmanje
preciznosti, a ovdje je to 4.46 m s 3 znacajne decimalne znamenke. Konacan rezultat
je prema tome:

51.6 m?

<

Primjer A.2 (ZO). Potrebno je odrediti volumen spremnika oblika valjka s bazom pro-
mjera 14.7 dm i visine 7.0 m. Rezultat izrazite s korektnim brojem znacajnih decimalnih
znamenki.

RjesSenje Volumen valjka izratunamo mnozenjem povrsine baze (B) i visine h:
2 7r 9
3.14159265359
4

7 je matematicka konstanta koju znamo apsolutno to¢no, a ovdje smo uzeli dovoljan
broj decimalnih znamenki tako da preciznost koju koristimo ne utje¢e na konacni re-
zultat. Kao i u prethodnom zadatku rezultat mnozenja mjerenih veliCina ne moze biti

(14.7-0.1m)* x (7.0m) = 11.88016824 m*
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precizniji od faktora koji je najmanje preciznosti, a ovdje je to 7.0 m s 2 znaCajne deci-
malne znamenke. Konacan rezultat je prema tome:

12m?

Primjer A.3 (ZO). Procijenite broj udaha i izdaha u Zivotu ¢ovjeka.

Rjesenje Pretpostavimo da je prosjecan zivot 80 god. Potrebno je jo$ procijeniti frek-
venciju udaha. Najjednostavnije je procjenu napraviti promatrajuéi jednu minutu. Frek-
vencija je razliCita za razliCite vrste aktivnosti i medu osobama, ali se pretezno krece u
rasponu 8-14. U ovom izrac¢unu ¢emo uzeti vrijednost 10 udaha/min.

400 dana 25h 60min
1god 1dan 1 sat
Vjerojatno ste uoCili da smo umjesto precizne vrijednosti 364 x 24 koristili 400 x 25

jer je jednostavnije racunati, a konacan rezultat ionako mozemo znati samo do na red
veli¢ine tako da je dostatna jedna znacajna decimalna znamenka.

(80 god) - (6 x 10° min/god) - (10 udaha/min) = 5 x 10° udaha

— 6 x 10> min

1 god = (1 god)

Dakle red velicine iznosi oko 10? udaha. <

Primjer A.4 (ZO). Procijenite godiSnju potro$nju fosilnih goriva na osobne automo-
bile (1.7 miliona 2018.god.), ako u Hrvatskoj dnevno putujemo prosjecno 23 km, a 2/3
otpada na voznju automobilom (uzmite da se prosjec¢no trosi 8 1/100 km)!

Rjesenje GodiSnje automobil prijede:
360 x (23 km) x g = 5500 km
Automaobil prosjecno trosi godisnje
(5500 km) x (81/100km) = 4401
Ukupna potroSnja goriva iznosi:
(4401) x (1.7 x 10%) = 750 x 10%7 ~ 10°1

Prema javno dostupnim podacima u RH se na trziste 2015.god. stavio dvostruko vedi
volumen tekuéih naftnih goriva. Pretpostavimo li da je udio potro&nje osobnih automo-
bila ispod 1/2 konacni rezultat je priliCno precizna ocjena stvarnog stanja. <
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